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UN  CHAPITRE  DE  LA  MECANIQUE  DE  POISSON-, 

Par  m    J.  LIOtlTLLE  [*]. 


Cette  Note  a  été  écrite  aune  époque  déjà  bien  ancienne,  et  (comme 
on  pourra  le  voir)  peu  de  temps  après  !a  mort  de  Poisson.  Appelé  à 
succéder  à  l'illustre  géomètre  au  Bureau  des  Longitudes,  je  remplis- 
sais un  pieux  devoir  en  développant  une  idée  dont  Poisson  m  avait 
parlé  plusieurs  fois,  et  à  laquelle  il  attachait  de  l'importance.  Le 
temps  a  manqué,  même  à  ce  travailleur  infatigable.  Il  s'agissait  d'é- 
tendre à  un  système  quelconque  de  points  matériels,  où  le  principe  des 
aires  ait  lieu,  certaines  transformations  analytiques,  que  les  équations 
fournies  par  ce  principe  admettent  toujours,  et  que  Poisson  a  données 
dans  sa  Mécanique  pour  le  seul  cas  d'un  système  de  forme  invariable. 
Le  calcul  n'offrait  rien  de  difficile.  En  l'effectuant  dans  la  Note  ci-apres, 
j'ai  ajouté  un  exemple  de  l'utilité  des  formules  obtenues.  Plus  tard, 
j'ai  communiqué  au  Bureau  d'autres  applications.  Elles  viendront  à 
leur  tour.  Aujourd'hui  je  me  borne  à  marquer  le  point  de  départ. 
J'aurais  peut-être  pu  apporter  quelques  simplifications  de  détail  à  ma 
rédaction  primitive.  J'ai  préféré  n'y  rien  changer.  Moins  je  m'écarte  du 
texte  même  de  Poisson,  mieux,  ce  me  semble,  j'atteins  mon  but. 

[  *]  Cet  arlicle  a  déjà  paru,  l'année  dernière,  dans  les  Additions  à  la  Connaissance  des 
Temps  pour  i85g. 

Ton.e  III  ('2^  série,. — Ja>vier  iS58.  * 
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I. 

On  connaît  les  méthodes  que  les  géomètres  ont  imaginées  pour 
déterminer  le  mouvement  de  rotation  d'un  système  de  forme  inva- 
riable. D'Alembert  a  ouvert  la  voie  par  son  ouvrage  sur  la  Piécession 
des  ér/uinojces  [*],  et  jamais  on  n'a  déployé  une  plus  grande  force 
d'invention  :  malheureusement  l'élégance  manque  partout  dans  les 
formules  et  dans  les  détails  du  calcul;  défaut  singulier  ou  négligence 
qui  se  retrouve  souvent  dans  les  œuvres  purement  mathématiques  de 
cet  écrivain  si  distingué.  Mais  peut-on  n'être  pas  saisi  d'admiration 
pour  son  génie,  quand  on  se  reporte  à  l'époque  où  il  composait  son 
travail.  On  n'avait  pas  même  alors  les  six  équations  générales  de 
l'équilibre  des  systèmes  libres.  On  connaissait  les  trois  premières,  qui 
expriment  que  la  somme  des  composantes  des  forces  parallèlement  à 
une  droite  quelconque  est  nulle,  mais  non  les  trois  autres,  celles  dites 
des  moments,  les  seules  qui  restent  quand  on  introduit  un  point  fixe 
dans  le  système.  Celles-là,  d'Alembert  les  a  données  pour  la  première 
fois  dans  l'ouvrage  même  dont  nous  parlons;  elles  en  forment  la  base 
essentielle.  De  là  d'Alembert  a  passé  par  son  principe[**]iiux  équations 
du  mouvement;  de  sorte  que  tout  lui  appartient  dans  la  mise  eu  équa- 
tion du  problème.  Il  a  fallu  ensuite  procéder  aux  approximations, 
intégrer,  discuter  au  milieu  des  difficultés  qu'offrait  une  analyse  nais- 
sante et  peu  assurée  dans  sa  marche.  Enfin  nous  arrivons,  et  nous  voilà 
maîtres  d'un  problème  qui  avait  bravé  tous  les  efforts  de  Newton  lui- 
même;  et  en  même  temps  que  nous  obtenons  les  lois  de  la  précession 
(les  équinoxes ,  nous  trouvons  aussi  la  cause  ec  l'explication  mathéma- 
tique du  phénomène  non  moins  curieux  de  la  nutation,  dont  un  astro- 
nome immortel,  Bradley,  venait  de  constater  l'existence  par  une  série 
d'observations  précises  [***]. 

\près  d'Alembert,  Euler,  et  avec  lui  l'élégance.  C'est  Euler  qui  a 
présenté  sous  leur  forme  définitive  les  équations  du  mouvement  de. 

i  *  ]   Piiblir  fn  i  -4g. 

I**]    Traitr  f/c  Drnnmif/ur,  lywhVufn   f']/\3. 

\  **•]  Biaillcy  a\ait  annrjiirr  s;i  (Ifciinverrr  en  i'~j/\']  ;  l'ouvrage  de  d'AlombiMt  a  paru 
deux  ans  après. 
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rotation  d'un  système  de  forme  invariable.  C'est  lui  aussi  qui  le  pre- 
mier a  trouvé  les  intégrales  rigoureuses  pour  le  cas  où  les  forces  exté- 
rieures sont  nulles.  Ici,  comme  partout,  éclate  sa  supériorité  dans  le 
calcul  [*]. 

Lagrange,  Laplace,  et  d'aulres  géomètres,  Poisson  en  particulier, 
ont  continué  ce  genre  de  questions,  et  ont  résolu  des  problèmes  nou- 
veaux ou  perfectionné  les  solutions  anciennes. 

Ils  s'étaient  tous  bornés  a  la  méthode  analytique.  En  se  livrant  a 
une  étude  synthétique  profonde  avant  de  recourir  au  calcul,  M.  Pom- 
sot,  dans  sa  Théorie  nouvelle  de  la  rotation  des  corps,  a  éclairé  le 
sujet  d'une  plus  vive  lumière.  Aussi  les  géomètres  attendent-ils  avec 
mipatience  la  publication  complète  du  beau  travail  de  ce  célèbre  aca- 
démicien [**]. 

Les  solutions  analytiques  que  Ton  avait  auparavant  ne  perdront 
pourtant  rien  de  leur  valeur.  Elles  ont  leur  mérite  propre,  et  l'instruc- 
tion qu'on  tirera  de  leur  étude  sera  longtemps  encore  une  source  de 
progrés  pour  la  science. 

Poisson,  qui  a  traité  de  plusieurs  manières  la  question  du  mouve- 
ment de  rotation  d'un  système  de  forme  invariable,  tenait  b-^aucoup,  et 
avec  raison,  a  la  méthode  qu'il  a  donnée  dans  sa  Mécnnicjue  pour  for- 
mer les  équations  différentielles  du  problème  [***j.  La  marche  qu'il 
indique  est  en  effet  très-simple  ;  ses  formules  sont  élégantes;  la  symé- 
trie qu'on  y  observe  rend  d'ailleurs  les  calculs  faciles  et  groupe  entre 

r']  Euler  a  reconnu  l'antériorité  du  travail  de  dAleinijert  mis-  la  prccession  des 
équinoxes;  et  son  aveu,  d'ailleurs,  n'était  pas  nécessaire  pour  constater  un  fait  patent. 
Ce  grand  géomètre  avait  été  arrêté,  jusque-là,  par  des  obstacles  qu'il  jugeait  presque 
insurmontables.  Mais  dès  que  d'Alembert  a  levé  ces  premières  difficultés,  qui  touchaient 
surtout  à  la  Mécanique,  voyez  comme  Euler  j)rend  sa  revanclie,  et  quels  proi;rés  la 
méthode  lui  doit. 

[**]  M.  Poinsot  n'avait  encore  donne,  à  l'époque  où  j'écrivais  cette  Note,  qu'tm 
simple  extrait  de  sa  Théorie  :  on  le  retrouve  à  la  fin  de  la  dernière  édition  de  sa  Sta- 
liqup.  La  publication  complète  a  eu  lieu  depuis  dans  les  Additionx  h  In  Connaisannce  des 
Temps  pour  1854,  et  dans  le  Journal  de  Matltématiqncs  [\^*^  série,  tome  XVI) 

[***]  Foir  tome  II,  page  121  tle  la  première  édition,  ou  tome  II,  page  77  de  la 
seconde.  C'est  à  cette  seconde  édition  ,  beaucoup  plus  complète,  que  >c  rappellent  toutes 
nos  citations. 
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eux  les  résultats,  qui  se  déduisent  a  chaque  instant  les  uns  des  autres 
par  des  permutations  tournantes. 

En  s'occnpaut  de  ia  même  question  dans  un  Mémoire  inséré  au 
XV  Cahier  du  Journal  de  l École  Polytechnique  [''],  Poisson  avait 
employé  les  équations  des  aires  rapportées  à  des  plans  fixes,  et  il  les 
avait  changées  par  Je  calcul  en  équations  rappoitées  à  des  axes  mo- 
biles. Il  suit  dans  sa  Mécanique  une  marche  différente,  et  il  applique 
directement  à  des  axes  mobiles,  sinon  les  équations  des  aires,  du 
moins  la  combinaison  du  principe  de  d'Alemberl  et  des  lois  de  l'équi- 
libre qui  les  fournit.  Cette  manière  de  procéder  exige  quelques  pré- 
cautions et  des  transformations  analytiques  que  Poisson  développe 
avec  soin. 

Mais  le  principe  des  aires  ne  convient  pas  seulement  aux  systèmes 
de  forme  invariable.  Il  s'étend  à  une  infinité  d'autres  systèmes  pour 
lesquels  le  calcul  de  Poisson  devrait  être  un  peu  modifié.  Là,  en  effet, 
les  axes  principaux  d'inertie  pourront  à  chaque  instant  varier  de  posi- 
tion, non-seulement  dans  l'espace  absolu,  mais  aussi  par  rapport  aux 
divers  points  du  système  :  les  valeurs  des  moments  d'inertie  seront 
également  variables. 

Poisson  se  proposait  de  revenir  une  dernière  fois  sur  son  analyse, 
afin  de  l'étendre  au  cas  général  dont  nous  venons  de  parler.  D'autres 
occupations  l'ont  entraîné,  et  il  n'a  pas  exécuté  ce  projet  dont  il  m'avait 
souvent  entretenu. 

Je  vais  essayer  de  suppléer,  en  cela  du  moins,  au  silence  du  grand 
géomètre  que  nous  venons  de  perdre  :  ma  tâche  sera  aisée,  du  reste, 
car  je  n'aurai  pour  ainsi  dire  qu'à  commenter  un  chapitre  de  sa  Méca- 
nique. 

IL 

Nous  considérons  donc  un  système  de  molécules  ou  points  matériels 
//2,  m',  m",...,  soumis  à  la  seule  condition  que  le  principe  des  aires  y 
ait  lieu  autour  d'une  certaine  origine  O,  de  telle  sorte,  qu'en  rappor- 
tant le  système  à  trois  axes  rectangulaires  Ox,  Oj,  Oz,  de  direction 

[*]  Voir -A  la  scrorido  partie  «In  Mémoire  .v?//- /<?  variation  des  corisKintcs  nrbitrnin^ 
lions   1rs  questions   dr   Mfcaniqitr. 
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fixe  et  en  désignant  par  mX,  m  Y,  mZ  les  composantes,  suivant  ces 
axes,  des  forces  motrices  extérieures  qui  peuvent  agir  sur  chaque  mo- 
lécule de  masse  /w,  nous  ayons  les  trois  équations  connues  : 

2"'(-S?-r^)=2""-Y-7X), 


qni  s'intègrent  quand  les  seconds  membres  sont  nuls,  et  donnent  alors 
le  principe  plus  particulier  de  la  conservation  des  aires.  Ces  équations 
expriment  que  les  sommes  des  moments  des  Jorces  perdues  pris  par 
rapport  à  l'axe  Ox,  Oj%  ou  Oz  sont  toujours  nulles.  On  les  simplifie 
en  représentant  les  seconds  membres  par  une  seule  lettre  L,  M,  N; 
elles  deviennent  ainsi  : 


2'"(7Ï-^^^)=L 


y/       d-.T  d''  z\  --. 


V-<  /       d-y  d^x\ 


N. 


Le  signe  ^s'applique  à  toutes  les  molécules  m,  m',  in\ Ces  molé.- 

cnles  peuvent  être  libres  ou  attachées  entre  elles,  et  elles  peu\ent  ao;ir 
les  unes  sur  les  antres  d'une  manière  quelconque,  pourvu,  bien  en- 
tendu, que  l'action  et  la  réaction  soient  égales  et  directement  oppo- 
sées :  nous  n'avons  point  à  tenir  compte  de  ces  forces  intérieures  dans 
les  seconds  membres  de  nos  équations,  où  les  termes  qu'elles  intro- 
duiraient se  détruiraient  entre  eux,  comme  étant  deux  à  deux  égaux 
et  de  signes  contraires.  Le  point  O  peut  être  fixe  ou  mobile,  mais,  dans 
ce  dernier  cas,  il  doit  ou  coïncider  avec  le  centre  de  gravité  du  s\s- 
tème,  ou  n'avoir  qu'un  mouvement  rectiligne  et  uniforme. 

Cela  posé,  on  mène  par  le  point  O  trois  autres  axes  Ox,,  O^,,  Oz, 
rectangulaires  entre  eux,  mais  d'ailleurs  mobiles  suivant  une  loi  quel- 
conque, et  l'on  demande  de  rapporter  le  principe  des  aires  à  ces  axes 
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mobiles.  C'est  ce  que  l'on  peut  exécuter  de  différentes  manières  :  soit 
en  transformant  analytiquement  les  équations  écrites  ci -dessus  pour 
des  axes  de  direction  fixe,  ainsi  que  Poisson  l'a  fait  dans  le  XV^  Ca- 
hier AwJournal  de  V École  Polrtechnifjue ;  soit  en  appliquant  direc- 
tement, et  avec  des  précautions  convenables,  aux  axes  mobiles  O.r,, 
Of^,  Oz,  la  condition  d'égalité  a  zéro  des  sommes  de  moments  des 
forces  perdues  :  cette  dernière  méthode  est  celle  que  Poisson  a  suivie 
dans  sa  Mécanique;  c'est,  par  conséquent,  celle  que  nous  voulons 
d'abord  développer  ici. 

\f)us  adopterons  naturellement  la  plupart  des  notations  de  Poisson, 
et  en  désignant  avec  lui  par  a,  h,  c,  a\  h\  c',  a!\  h'\  c"  les  cosinus  des 
angles  jc0.r,,  jrOjr,,  orOz,,  ^Oj:,,  etc..  nous  aurons 

jc  =  ajc,  -h  hjf  -+-  City 
j  =  a'jCf  -h  h'j'f  -h  c'Zf, 
z   =  a"jCf  -h  b"j-f  -h  c"Zf. 

Les  quantités  a,  b,  c,  a\  etc.,  sont  les  mêmes  à  chaque  instant  pour 
tous  les  points  du  système  m.  m',  m",...,  mais  elles  varient  pendant  le 
mouvement,  et  l'on  doit  les  considérer  comme  des  fonctions  du  temps  t. 
Comme  il  ne  s'agit  plus  ici  d'un  système  de  forme  invariable  auquel  les 
axes  Ox^,  O^n  Os,  seraient  attachés,  les  coordonnées  jr<,  j,,  z^  sont 
aussi  variables  avec  le  temps. 

En  différentiant  les  valeurs  de  x.  y,  z  par  rapport  à  /,  on  aura 
donc 

dx  fia  db  de  doc^  ,    dy,  dz, 

dt  *  dt        ^  '    dt  ^    dt  dt  dt  dt 

dy  da'  db'  de  ,  dx\  , ,  dy,  ,  dz, 

dt  '    dt         '^  ^    dt  dt  dt  dt  dt 

dz  da"  db"  de  ,,  dx.  ,  „  dy,  „  dz, 

*  =  ^' *  +.^'Â--^^'-dr +  «  ^  +  *  i  +  ^  *• 

Il  Ïh\\\  r;ipj)eler  ici  certaines  équations  de  condition  très-connues 
qui  ont  lieu  entre  les  quantités  rt,  h,  c.  rt  ,  etc.,  et  qui  sont,  les  unes 
de  cette  forme 

a^  +  b-  +  c*  =  1,       a^  ^  rt'2  H-  a"-'  =  i 
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les  autres  de  celle-ci 

ah  -h  a' b'  ->r  a" h"  =  o,        aa'  -\~  hh'  -+-  ce'  =3::  o,. ..  ; 

en  les  différentiant,  on  en  conclut 

a da  -\-  b db  -\-  cdc  =  o,       add  -h  a' da'  4-  a" da"  =  o,..., 

et  aussi 

d[ab.-\-  a' h'  -+-  a" b"  )  =z  o,...  ; 

on  voit  par  là  que  les  deux  quantités 

bda-h  b'da'  -h  b"da" 
et 

adb  +  a'dh'  -h  n"db" 

sont  égales  et  de  signes  contraires.  Posons  donc,  avec  Poisson. 

,  „  da"  db  ,  db'  „  db" 

h  -—  z=z  —  a- a a   - ---  =  r, 

dt  dt  dt  dt  ■ 


,   da 

-h 

b' 

da' 
dt 

et 

de 

même 

db 

+ 

d 

,  db' 
'dt 

db"  j  de  , ,  de'  ,  „  de" 

—-=   —  b- b b    — - 

de  dt  dt  dt 


de             ,  de'             ,,  de"                    da            ,  da'  „  da' 

n  ~  -\-  a  - — h  <7  -—  =  ~  c~-  —  c' c   —r-  =  q. 

dt  dt  dt  dt  dt  dt  ' 

On  sait  qu  en  exprimant  les  neuf  cosinus  a,  è,  c,  a',  etc.,  au  mo\en 
de  trois  angles  œ,  5,  ij;,  ce  qui  donne 

a  =  cos5  sin  i|i  sin  ^  H-  cost];  cos  ç. 

b    =  cos  5  sin  'i;  cos'j>  —  cos  i|i  sin  ;p, 

c   =  sinÔ  sindi, 

a'  =  cosO  cos t]>  sin ^  —  sinti^  cos©, 

//  r=  cos  d  cos  '\i  cos  ©  -f-  siu  d»  sin  © , 

c'  =  sinô  costj;, 

a" :=  —  s\n6  sin  çp, 

b"  =  —  s\n9  cosip, 

c"  =  cos  0 , 
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on  trouve 

pdt  =  sin(p  sinôd^  —  coswdQ, 

qdt  =  cos<p  sin  Bd^  -^  sin(pd9, 

rdt  =  r/ip  —  cosQd'\^. 

Au  moyen  des  expressions  àe  a,b,  etc.,  en  5,  9,  (J;,  il  est  aisé  aussi  de 
s'assurer  que 

bc'  —  ch'  =  a%       ca'  -  ac'  =  b'\       ab'  —  ba'  —  c'\       etc. 
Enfin,  on  a  les  formules  différentielles 

da  ,  db  de  , 

-  =  br~cq,       -=cp~ar,     -  =  aq-bp,        etc. 

Nous  supposons  que  toutes  ces  formules  sont  familières  au    lec- 
teur [*]. 

Revenant  aux  équations  qui  fournissent 

dx  dy  dz 

dt'         dt'         Tt' 

nuiltiplions  la  première  de  ces  équations  par  a,  la  seconde  par  «',  la 
troisième  par  a",  et  faisons  la  somme.  Faisons  ensuite  deux  sommes 
analogues  en  prenant  pour  multiplicateurs  è,  b\  b"  et  c,  c\  c" .  Nous 
trouverons  sans  difficulté 

dx  :  dy  ,,  dz  ,     dx, 

dt  dt  dt  '                ^              dt 

,  dx  I ,  dy  , ,,  dz  dy^ 

dt  dt  dt  «         r    '           ^^ 

dx  ,  dy  „  dz  dzt 

^^di^'Tû-^'  Tt  =  P-r<-^^*-^di- 

Multipliant  à  leur  tour  ces  trois  équations  par  «,  ^,   c,   ou   par 

[  *  ]  OisoDS  à  ce  sujet  que  l'on  doit  compléter  la  Mécanique  de  Poisson ,  en  y  joignant 
le  Mémoire  sur  le  mouvement  d'un  corps  solide,  que  cet  illustre  géomètre  a  lu  à  l'Aca- 
rleinie  des  Sciences  en  1 834.  {Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  de  l'Institut  de  France, 
lomc  XIV.) 
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a\  //,  c',  ou  par  a",  h" ^  c" ,  et  faisant  dans  chaque  cas  la  somme,  on 
obtient 

dx  \         1  I  SI  \  dx^         j    dy\  dz, 

—  =  a{qz,  -rj,)  +  b{rx,  - pz,)  •\- c  [pjr,- qx,)^a  —  ^  h  -^  +  (7—, 

dy  .  \         j,  •  ,,  \  I  (^l-^\         I ,  d)\  .dz^ 

-2.  =  a'{qz,-tj,)  +  h'[rx,-pz,\  +  c'[pj,-qx,)A-a'  —  ^h'  ^^-^c  —.. 

i  ==  ^'\^z<  -  fj*)^  ^'"{rjc,  -  pz,)  -^  c"( pj^  -  qjc,)  +  a"^  +  h-'-^^  c"^ 

De  là,  en  différentiant,  on  tirera  les  valeurs  des  trois  composantes, 
suivant  Ox,  Oj^,  Oz,  de   la  force  accélératrice  qui  répond  au  mou- 

d^x 

vement  du  point  m,  je  veux  dire  les  valeurs  des  trois  quantités  -7^5 
c?'j      d^z 

IF'   IF' 
Ainsi 


d'x 


■  -  ^y'dt      ^'  dt  I  ^      V^  dt       ^'  dt  )  ^^  y*  dt       •^'  dt  ] 

,  .  da  ,  ^  db         ,  .de 


dfi  dx\ 


d'^Xi         ,  d'Y,  d'z,  dx.   da  dy^  db  dz^  de 

_l_  a -4-  h  — ~  -h  f      --  -I 1 — — i —  ; 

dû    ^       dt'  df"    ^    dt   dt  dt   dt  dt  dt 

les  deux  dernières  lignes  proviennent  de  ce  que  x^,  y^.  r,  varient  en 
fonction  du  temps  :  aussi  ne  les  trouve-t-on  pas  dans  les  formules  de 
Poisson. 

On  a  de  même 

tL-  a'  [z    '^-1-  Y   -\   -^  h'  Ix   -   ^  z   ^Ji\  ^  C'  i  Y   ^  -  X    '^\ 

dt^  -  ^  ^^'  dt    •^'  dt)^^  r  *  dt    ^'  dt  j  ^  ^  y'  dt    ^'  dt  j 

,  .  da'         ,  ,  db'         ,  V  de' 

i(     dz,  dy',\  ,     (     dx,  d^\     ,       ,  (      <>i  ^-^i  \ 


dt              dt  j     '           \      dt          f^  dt  J  y  dt          '    dt 

,  d' Xf           i,d-Y,            ,  d- z,  dx\  da'  riV,  db'         dz,  de' 

df                   dt"^                   dt'  dt     dt  dt     dt           dt    dt 

Tome  III  (2*  série).  —  Janvier  i858.  '                               2 
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.  da"         ,  N  db"  ,  de" 

+  (91,  -  rr,\  -^  +  [rx,  -  pz,)  -^  +  {pr,  -l^^'^fT 

„  d^-Tt  ,„  d-y,  „  d^z,         d.T,  da"     ,     dy,  db"         dz,   de" 

^^'^^^-dF^^HF'^ir'dF^dt     dt    '^   df     dt' 

équations  dont  les.seconds  membres  se  déduisent,  au  reste,  du  second 
membre  de  l'équation  précédente,  en  accentuant  une  fois  ou  deux  fois 
les  lettres  «,  h,  c. 

Des  composantes  -^5  -—-,  -^  f'e  la  force  accélératrice  qui  répond 

au  point  m,  estimées  suivant  les  axes  Ojt,  O^',  Oz,  on  conclut  les 
composantes  pt^  ç,,  r,  de  cette  même  force  parallèlement  aux  axes 
OjCtj  O^,.  OZf,  pris  dans  la  position  qu'ils  occupent  à  l'époque  ac- 
tuelle t.  On  a.  en  effet, 


P^ 

d\T 

df- 

+  a! 

d'y 

dt- 

d^z 
dt^ 

9^ 

,  d'x 
=  ^  dt^ 

+  // 

S^-*" 

d^z 

dt^ 

'\ 

d^x 

-h  c' 

d'Y 

-~  +  c' 

dt- 

d^z 
df- 

La  substitution  des  valeurs  obtenues  ci-dessus,  pour 

d'^x  d'y  ^'z 

IIF'        'dt'  '        ~dF' 

nous  donne,  après  réduction, 

dq  dr  „ 

dz ,  r/v,  d  '  X. 


^    dt  dt  df 

f*  =  •'''  'I  ~^^7Ii-  ^''  +  P')f<  -+  9'->  +  P9^< 

dr,  dz,  d'y, 

-1-2/'-—    —   2/)- 1 ~ , 

dt  '     dt  df 
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et 


'^^  =  y''ft~  ^'dt~  ^p'  ^  ^'^  ^'  ■+"  p''^'  "^  "^^^^ 


dp  dq 

dr^  dx^  d'^z^ 

'^    dt  '    dt  dV 

Nous  pouvons  maintenant  poser,  avec  Poisson,  !es  équations  qui 
expriment  l'égalité  à  zéro  des  sommes  de  moments  des  /orce^  perdues, 
pris  par  rapport  aux  axes  O^,,  Oj,,  Oz,,  dans  la  position  que  ces 
axes  occupent  à  l'époque  t. 

Voici  ces  équations  où  l'on  devra  mettre  pour  /?,,  ^,,  /',  leurs  va- 
leurs 

y^miz.p,  —x,i\)  =  M,, 

on  a  représenté,  pour  abréger,  par  L,,  M,,  N,  les  sommes  des  mo- 
ments des  forces  extérieures,  par  rapport  aux  axes  0>r,,  O^,,  Oz,, 
c'est-à-dire  on  a  fait 

^;/2(j,Z,  —  z,  Y,)  ^  L,, 

^m{z,X,  -Jc,Z,)=  M,, 

^m{x,Y,  —jr,X,)=  N,, 

/wX,,  mY,,  /rtZ,  étant  les  composantes  de  la  force  motrice  appliquée 
au  point  m. 

III. 

Il  ne  nous  reste  plus  qu'à  développer  les  premiers  membres  des 
équations 

^m{j^r,  -  z,q,)  =  L,, 
^m{z,p,  —  x,r,)  =  M,, 
^m{a:,q,  -J,p,)  =  N,, 

2.. 
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en  y  mettant,  comme  nous  le  devons,  au  lieu   de  fy,  </,,  /',   leurs  va- 
leurs. 

Et  d'abord  nous  trouvons  que  la  différence 

est  égale  à 

,       -,  „,  dp  dq  dr  d'^  z,  d'^y^ 

(7ï  ^^")i-  •^.7<  ^  -  -^^  ^'  7.  -^  ^'  ^  -  '■'  IF 
4.  (,.2  _^2^^^2,  -h  prx.j,  -pqx.z,  +  qr{x\-  z\) 

dy^  dzx  \  dx^  dXi 


I  dy^  dz,  \  dx 


-^'■^•'^ 


Il  faut  multiplier  ces  divers  termes  par  m,  puis  faire  la  somme  ^  rela- 
tivement à  tous  les  points  m,    m',   m",...,   et  enfin    égaler   à  L,  le 


résultat. 
Posons 


A  -  2  '«(JTÏ  +  z\),       ^=^m  iz\  +  œ%       C=^m  {x]^f\\ 


et 


il  s'ensuivra  que 

^-1         /'        rfz,  dy\  <^D 


si  donc  on  fait 

rfz,  dy^ 


2'"U<7?r-''^    =«' 


dt  '    dt 

on  en  concUira 

^1  dz^  i    (dD  \ 

^  dy,  I   /JD  \ 

En  posant 
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on  trouvera  de  même 


V^  c/x,  I    /rfE  r\ 


dzt   i    /  dE         ^ 

dt  2  \  dt 

dr.  I  /dF 


*  </r         1^  dt        ' 


■<r-i  c/o:,  I    ! dY 


Le  résultat  de  la  sommation  indiquée  plus  haut  pourra  des  lors 
s'écrire  assez  simplement,  et  l'on  obtiendra  sans  difficulté 

L,  =  j^ikp  -  ¥q  -Er  H-a)  -h  D{r^  —  (/^) 

-h  ( C  —  B)  ^r  -h  ¥pr  —  Epq  -^-  qy  —  r/S. 

Voilà  sous  sa  forme  définitive  une  de  nos  trois  équations,  et  les 
deux  autres  s'en  déduisent  par  de  simples  changements  de  lettres;  ce 
sont  : 

M,  =  j^{B(j  -  Dr-  Fp+  ,3")  -h  E  {p- -  r^ 

-f-  (A  —  C)  pr -\-  Bpq  —  F^r-h  ra.  —  py 
et 

N.  -  |(Cr-  E/>-  D7  +  7    +  F  (^^  -  p^) 
-h  {B— A)pq -{-  Eqr  —  Bpr -h  pfi  —  qv.. 

Nos  équations  se  simplifient  beaucoup  quand  on  choisit  les  axes 
OjCt,  Oj^,,  Oi<  de  manière  à  avoir  toujours 

D  =  o,     E  ^  o,     F  =:  o, 

en  sorte  que  les  axes  Ox,,  Oj,,  Oz,  soient  à  chaque  instant,  pour 
le  point  O,  les  trois  axes  principaux  d'inertie  du  système  variable  //2, 
m',  m",..  .  ;  on  le  peut,  car  la  condition  de  rectangularité  que  nous 
avons  imposée  seule  aux  trois  axes  O  jc^  ,  O^,,  Oz,  est  remplie,  comme 
on  sait,  par  les  trois  axes  principaux  d'inertie  d'un  corps  relativement 
à  un  point  quelconque. 
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Il  nous  vient  alors 

ci.iAp  -f-  a)  _^    .^  _  g^^^,  _^  ^^^  _  ^.^  ^  j^ 


dt 

lii?^^+(A-C)^r+ra-;^7=M,, 

lil^ljtl]  +  (  B  -  A  ) /.^  + /^  P  -  7  a  =  N , . 

Ces  équations  si  simples  trouveront,  je  crois,  de  nombreuses  appli- 
cations. 

En  les  multipliant  respectivement  par  a,  h,  c,  puis  ajoutant,  et  se 
rappelant  que,  d'après  un  théorème  d'Euler  sur  les  moments  des  forces, 

aL,  -h  ^M,  +  cN,  =  L, 
on  en  déduit 

Ij  =  a +  o -T h  c -j- 

dt  dt  dt 

-h  iA.p-h  OL)[hr  —  cq)  -t-  (B^+  P)  [cp  —  ar)  -\-  {Cr -h  y)!^aq  —  hp. 
Observant  ensuite  que 

,  da  db  ,  de 

^'-"""i^TÛ'    ''P-'''=dF'    ""l-^P^dï' 
on  en  conclura 

^  =  7,[û  \P^p-^(y^)-^b{^q^^)-+-c  (Cr  -f-  7)]. 

De  même 

M  =3  ^Jfl'  [\p  -h  a)  +  ô'  (B^  +  /3)  H-  c'  (Gr  h-  7)], 
et 

N  =  ^y  [kp  H-  a)  -f-  b"[^q  +  /3)  +  c"(Cr+  7)]. 
Si,  au  lieu  d  opérer  sur  les  formules  simplifiées,  on  avait  opéré  sur 
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les  formules  générales,  le  résultat,  que  je  présente  sous  une  formule 
plus  simple  en  effectuant  une  intégration  par  rapport  à  t,  dont  T..  AI. 
N  sont  des  fonctions  au  moins  implicites,  aurait  été 

/  L<^?  =  a  (Ap  —  F9  —  Er-h  a) 
-h  h{Bq  -Dr-  F/? -h  jS) 
-h  c  {Cr—Ep  —T)q-\-  7), 

fMdt  =  n'[Ap—  F<7  —  Er  4-  a), 
-hb\Bq-Br-  ¥p  -^,3) 
-^c'{Cr-  Ep-Dq-^  y), 

l  '^dt  —  a"{Ap—  Eq  —  Er  -+-  a  ) 
-h  b"{Eiq-T>r-Ep-^  P) 
-^  c"iCr-Ep-Dq-hy). 

En  différentiant  ei  remplaçant  les  dérivées  de«,  ^,-  -,  par  leurs  valeurs 

—-=zbt  —  cq  ,  .  .  .  ,  multipliant  les  équations  ainsi  obtenues  par  a.  a'. 

a"  et  faisant  la  somme,  puis  répétant  le  même  calcul  avec  les  mullipli- 
cateurs  h,  b',  h",  on  c,  c',  c'\  enfin  se  rappelant  que 

E,  =  tiL-\-  a' M  -4-  a"N, 
M,  =  bh^  h' M  +  //'N, 

N,  —  cl^  -h  c'M  -f-  6-"N, 

on  retrauveraif  les  valeurs  de  L,,  M,,  N,  dont  nous  sonunes  partis;  en 
sorte  que  si  les  dernières  équations  étaient  établies  directement,  les 
autres  s'en  déduiraient  avec  facilité.  Cette  marche  est  celle  de  Poisson 
pour  le  problème  de  la  rotation  des  corps  dans  le  XV^  t'ahier  du  Joui- 
nal  de  l'Ecole  Polytechnique.  J'y  reviendrai  tout  à  l'heure,  et  l'on 
verra  qu'elle  est  fort  simple.  Je  me  borne  actuellement  à  faire  obser\er 
que  si  les  sommes  de  moments  L,  M,  N  sont  milles,  leurs  uitégrales 
seront  de  simples  constantes/,  /',  /",  d'où  il  suit  que  l'on  aura  ces  trois 
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intégrales 

1  =  a  (kp —  Yq  —  Er -T- Cf.) 
^  b  (Bci  -Br-Fp-h  ^) 
-+-  c  (Cr  -  Ep-Bq  +  7), 

l'  =  a'(\p—  Fq  —  Er  +  a) 
-h  b'(Bq  -Br  —  Fp-h  ^) 
+  c'(C/  -E/?-D7  +  7), 

l"  =  a"{Ap-Fq  —  Er-{-  a) 
+  ^"(67-  Dr-  Fp4-  jS) 
+  c"(C/  -  E/?  — D^-f-V;. 

Ce  sont  les  intégrales  que  devait  naturellement  fournir  ici  le  principe 
de  la  consen>ation  des  aires.  On  peut  encore  les  mettre  sous  cette  forme 

kp  —  F q  —  Er  -^  u.  =  ai  -^  a' L'  -\-  a"  l", 
Bq-Dr—Fp-h^=bl+h'l'-h  b"  l" . 
Cr  —  Ep—Bq+  7=.  cl  -^  c'  V  -^  c"l". 

Les  trois  constantes  /,  /',  /"  se  rapportent  aux  aires  décrites  sur  les 
plans  respectifs  des^'z,  des  xz  et  des  xj.  Si  l'on  pose 


k=  v/'+  /"  +  l"^: 


A  exprimera  l'aire  maxima,  qui  répond,  comme  on  sait,  à  un  certain 
plan,  tixe  aussi  et  facile  à  déterminer,  que  Laplace  a  nommé  le  plan 
invariable.  Rien  n'empêche  de  prendre  ce  plan  invariable  pour  plan 
des  jcj  :  dlors  on  aura 

/  =  o,     l'=iO,      l":=k; 

et  nos  trois  intégrales  se  réduiront  à 

kp  —  F  q  —  E  r  -\-  a  =  a"Â, 
Bq  -Dr-Fp-i-  p  =  b"k, 
Cr  -  E/7-D9+7=  c"k. 

En  exprimant  les  cosinus  a",  b",  c"  au  moyen  des  trois  angles  6,  œ, 
(|/  dont  il  ;t  été  question  précédemment,  et  dont  Poisson  s'est  servi  à 
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l'imitation  d'Euler,  nos  dernières  formules  deviennent 

sin  6  sin  ç)  =  —  -j{Kp  —  ¥q  —  Er  -\-  a.), 

sw  6 coscp  =— j  [Bq  —  T>r  —  ¥p -h  p), 

cosO  =j{Cr  —  Ep  -  D^-h  7). 

Elles  se  siujplifient  beaucoup  quand  on  a 

D  =  o,     E=  o,     F  =  o, 
et  plus  encore  si  l'on  a,  en  outre, 

a  =z  o,     |S  =  o,     y  =  o, 

ce  qui  arrivera  dans  un  problème  dont  nous  nous  occujjerous  plus 
tard.  Elles  se  réduisent  alors  à 

sin  9  sm  o  = f-5     sni  &  cos  o  = 7^?     cos  &  =  — -, 

et  ressemblent  par  conséquent  à  celles  qu'on  trouverait  pour  un  svs 
teme  de  forme  invariable  :  seulement  ici  A,  B,  C  ne  sont  pas  des  con- 
stantes. 

IV. 

Appliquons  maintenant  à  l'objet  de  nos  recherches  la  méthode  sui- 
vie par  Poisson  dans  le  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique.  Cette  mé- 
thode prend  son  point  de  départ  dans  les  équations 


qui  ne  sont  que  du  premier  ordre,  et  dont  la  transformation  n'exige 

Tome  III  (a^  série).  — Janvier  i858.  '  •^ 
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par  cela  même  que  (\es  calculs  moins  longs,  ce  qui  compense  l'incon- 
vénient qu'elles  ont  de  ne  pas  conduire  tout  d'abord  aux  équations 
séparées  entre  yy,  q^  r  et  t. 
Au  moven  des  formules 

x=  ajc,  -h  bji  -h  cz,, 
j  =  a'jCf  -h  b'jt  -h  c'  z,, 
z  =  a'x,  -h  b"jt  -+-  c"z^, 

et  de  celles-ci  qu'on  en  déduit,  comme  nous  l'avons  vu, 

-=  a[(iz,-  ry,)+b^j^x,-pz,)-^c[pj,-qx,)-h  a—  ^  h  — -\-  c  ~, 
j-=:  a' [qz,-  !j,)  -^  b' [rx,- pz,)-^  c'  [px ,-  qoc,)^  a  —  +  ^'— +  c'  —  . 

-  =  a  [qz,-rj,)-^b  {rx,-pz,)+c  [pj,- qœ,) -i- a  --+  b  ~-hc  ~, 
on  formera  les  valeurs  des  trois  expressions 

dz  dy  dx  dz  dy  dx 

•^    dt  dt  dt  dt  dt  -^    dt 


celle,  par  exemple,  de 


dj  dx 

dt  ■^    dt 


sera 

[bc'-cb')  {pr\-qoc,y;-rx,z^+pz\  +  j,'^-  z,  |l) 

+  [ca'-ac')  l^qz]  -  ,j,z,  -p^.J.-h  qx^,  +  z,  ^  -  x /^^ 

-^  irth'-  ba')  [rx^,-  px,z,-qj^z,+  rr^+x^'-^  -r/-^)- 
Mais  on  a 

hc'  -  cb'  =  a",       ca'  -  ac'  =  b%       ab'  -  ba'  =  c"  ; 
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elle  devieiiflra  donc 

„  r     o      o.  ^Ti       ^'■^."1 

En  la  multipliant  par  /tz,  et  sommant  pour  toutes  les  molécules  m. 
m\  ni',...,  pour  lesquelles  les  cosinus  a'\  b",  c"  ne  changent  pas.  on 
en  conclura  la  valeur  de 

djr  ^  dx  \ 


2,^^'\^Tt-ydt) 

qu  il  faudra  égaler  a 

En  posant,  comme  plus  haut, 

D=2mj,z,,  E=2wx,z,,  F=^//?x,j,, 


et 


r//'  ^  '    dt 

•%r\         [         dy,  dx, 

la  valeur  définitive  de 


dt       -^  ^  dt 


2'^^(x|-jr 


dt     ^  dt  ' 
se  trouve  être 

a" {Ap  —  F^  —  Er  -h  a) 
-h  è"(B^  -Dr-F^  -h  fi) 
+  6-"(Cr  -  Ep  -D7-^  yV 
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Ainsi  l'on  a 
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/ 


et  de  même 


/ 

/ 


]<idt=a"{Ap  -Fq  -  Er  +  a) 
-^  b"{Bq-  Dr-¥p  -^  /3; 
+  c"{Gr-Ep  -Dry  +  7), 

Mdt=  a'{Ap-  F7  —  Er  +  a) 
+  b'{Bq  -Dr  —  ¥p+  |3) 

+  c'(Cr-  Ep-Bq  -7), 

Ldt  =  rt  (A/7  —  F<7  —  Er  -4-  a) 
+  ^»(Bç  -Dr-  F/JH-  /3) 

H-  <?(Cr  —  E^  —  D^  +  7). 


Ce  sont  les  équations  que  nous  avions  obtenues  en  dernier  lieu  dans  le 
paragraphe  précédent,  et  à  leur  tour  elles  peuvent  mener  aux  équa- 
tions différentielles  entre/),  q,  r,  t,  débarrassées  des  cosinus  a,  b,c,.... 
Nous  n'avons  rien  à  ajouter  à  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut  sur  ce 
sujet. 

V. 

Pour  donner  une  application  simple  de  nos  formules,  considérons 
un  corps  solide  de  forme  entièrement  symétrique  par  rapport  à  trois 
phms  rectangulaires j-,  Oz,,  z,Oa:^,  x,C)j^, ,  comme  l'est,  par  exemple, 
un  ellipsoïde,  mais  comme  peuvent  l'être  une  infinité  d'autres  corps: 
supposons  la  matière,  homogène  ou  non,  qui  le  compose,  répartie 
symétriquement  aussi,  de  sorte  que  la  densité  soit  la  même  pour 
les  huit  éléments  que  l'on  peut  concevoir  aux  huit  points  dont  les 
coordoiHiées  ont  les  mêmes  valeurs  absolues  (jTi,  j",,  s,);  admettons 
enfin  que  la  température  soit  la  même,  non  pas  en  tous  les  points,  mais 
pour  chaque  groupe  de  huit  points  défini  par  la  formule 

cette  température  pouvant  d'ailleurs  varier  avec  le  temps  sous  une 
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iiifliience  qui  u'altere  pas  l'égalité  indiquée.  Le  point  O  sera  d'abord 
et  restera  toujours  le  centre  de  gravité  du  corps,  et  les  axes  Ox,, 
O/,,  Os,  seront  d'abord  et  resteront  toujours  aussi  des  axes  pririci- 
paux  d'inertie,  de  manière  qu'en  les  prenant  pour  ceux  de  nos  for- 
mules, on  aura 

D  ^  o,       E  =  o,       F  =  o. 

Quant  aux  moments  d'inertie  A,  E,  C,  ils  varieront  avec  le  temps, 
puisqi'.e  la  forme  du  corps  change  par  suite  des  changements  de  tem- 
pérature. Si  donc  on  suppose  le  corps  mis  en  mouvement  d'une  ma- 
nière quelconque  et  abandonné  ensuite  à  lui-même,  son  mouvement 
de  rotation  ne  pourra  pas  être  déterminé  par  les  formules  ordinaires 
qui  supposent  à  A,  B,  C  des  valeurs  constantes;  mais  il  pourra  l'être 
par  nos  formules,  ou  Ton  devra  faire  non-seulement 

D  =  o,       E  =  o,       F  —  o, 
mais  encore 

a=:0,  ^=0.  y=r:0, 

puisque,  d'après  les  conditions    de  symétrie  admises  pins  haut,    les 

sommes  des  quantités  mXi  -j^i"  ••>  faites  pour  les  masses  égalas  m  aux 

huit  points   du   groupe    [±LX^,   ^J\i   —  ^i)  ne  peuvent   manquer 

d'être  nulles,  comme   les  sommes  des  produits  mx^r^,   mx,z, 

Cela  réduira  nos  équations  différentielles  entre  /?,  7,  r  et  ^  à 
celles-ci  : 


__^  +  (C_Bj9r  =  o, 

-h    A  —  C)pr  :=  o, 

j,     +(B-A)/?7  =  o, 


d.Bq 
dt 

d.Cr 


et  permettra  (eu  prenant  pour  plan  des  xj  le  plan  du  maximum  des 
aires)  de  se  servir  des  intégrales  écrites  à  la  fin  du  §  III,  savoir  ; 

SUl  t?  SUl  'v  = —5         SU1&  cos  c  = T^>  cos5  =  — » 

'A  '  /t  k 
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dont  la  somme  des  carrés  donne 

Voiia  une  première  intégrale  des  équations  différentielles  entre  p.,  7,  r 
et  t.  Si  l'on  en  trouvait  deux  autres,  p,  q,  r  seraient  exprimés  en 
fonction  du  temps,  j)ar  suite  aussi  5  et  0,  et  enfin  •{;,  au  moyen  de  la 

formule 

rdt  =z  do  —  cos6d<l). 

Les  angles  5,  2?,  d>  déterminent  à  chaque  instant  la  position  des  axes 
Oa:,,  Ofi,  Oz,,  par  rapport  auxquels  on  se  représentera  aisément  la 
situation  des  diverses  parties  du  corps  lui-même,  dont  le  mouvement 
relativement  à  ces  axes  est  fourni  par  la  loi  supposée  connue  des  varia- 
tions de  température.  Dans  les  hypothèses  que  nous  avons  faites,  les 
points  placés  d'abord  sur  les  axes  O^,,  Oj,,  Oz.  ne  peuvent  que 
tïlisser  le  long  de  ces  axes;  les  autres  points  peuvent  avoir  des  mouve- 
ments relatifs  plus  compliqués;  mais  ces  mouvements,  qui  ne  dépen- 
dent que  de  la  loi  de  variation  de  la  température  et  de  la  nature  du 
c(»rps,  n'influent  sur  nos  fornjules  qu'autant  qu'ils  rendent  variables, 
suivant  une  loi  que  nous  supposons  donnée,  les  moments  d'inertie 
A,  B,  C.  Ainsi,  dans  nos  équations  différentielles, 

'^  -h  (  C  —  Biryr  =  o, 


dt 

d.B(j 
dt 

d.Cr 


-I-  (A  —  C:  pr  —  o, 


A,  B,  C  désignent  des  fonctions  connues  du  temps. 
L'intégrale 

AV"  -+-  BV/2  -t-  (:-r=^  =  k\ 

(^ui  n  a  été  obtenue  que  par  un  moyen  peu  direct,  se  déduit  facilement 
de  ces  équations  différentielles  en  les  multipliant  par  les  facteurs  res- 
pectifs k\>,  B'y,  C/et  faisant  la  somme,  qui  se  trouve  être  une  diffé- 
rentielle exacte. 
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On  aura  sur-le-champ  une  seconde  intégrale,  si  deux  des  moments 
d'inertie  sont  constamment  égaux  entre  eux,  si  par  exemple  on  a 
B  =  A,  ce  qui  arrivera  pour  un  corps  semblable  à  lui-même  tout  autour 
de  l'axe  Oz<. 

Alors 

d.Cr 

par  suite 

Cr  =  const.  =  CoTo» 

l'indice  o  marquant  la  valeur  pour  t  z=  o. 
Ainsi 


et 


'=  c 


COS&  =  -j-  =z  — —  =:  const. 


L'angle  d  est  donc  constant.   En  le  traitant  comme  tel  dans  la  for- 
mule 

Ap  =  —  k  sin  9  sin  <p, 
on  en  conclut 

— r—  ■=.  —  k  sm  y  cos  ffl  — i  1 

dt  '   dt 

et  cette  valeur  portée,  ainsi  que  celles  de  (/  et  de  r,  savoir  : 

k  sin  0  cos  c»  /-  cos  9 

dans  la  formule 

'^H-(C-B)9r=o, 

où,  du  reste,  on  doit  faire  B  =  A,  donne 

dt-        ^^^^^     AC    ' 
d'où 


•£ 


kcos9i     ^~dt. 
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Enfin  la  formule 

rdt  =  do  —  cosôdù 

donne 


7  r'  "^^ 

t/o 


et  achevé  la  solution  du  problème. 
Les  équations 


££l+(A-C)^r=o, 
^  +  (B  -  A)pq  =  o, 

peuvent  encore  être  intégrées  rigoureusement,  si  les  quantités  A,  B,  C, 
d'ailleurs  inégales  entre  elles,  varient  suivant  la  même  loi  d'une  époque 
à  une  autre,  c'est-à-dire  si  les  valeurs  initiales  A^,  Bo,  Co  se  trouvent 
altérées  proportionnellement  au  bout  du  temps  quelconque  t,  de  ma- 
nière que 

A  =  Ajitu       B  =  B,f[t),       C  =  CJ\t), 

la  fonction  /(t)  étant  partout  la  même.  En  effet,  si  l'on  pose  alors 

fjj[t)=u,        qj{t)  =  v,        rf{t)  =  w, 
et 

nos  équations  deviendront 

Ao^+  (Co-  Bo)m'  =  o, 

Bo  ;^  -h  (Ao  —  Co)  uw=  o, 

Co^  +  (Bo  —  ^o)i^^  =  o; 
elles  seront  donc  entièrement  semblables  à  celles  du   mouvenient  de 
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rotation  d'un  système  de  forme  invariable  et  s'intégreront  comme  elles. 
On  aura  d'abord  ces  deux  intégrales 

k^iâ  +  BqI'^  -4-  CqW^  =  const., 

et 

kliâ  +  B2p»+  C^iv=^=  const., 

qui  donneront  u  H  v  en  fonction  de  iv,  après  quoi  t  s'exprimera  aussi 
en  fonction  de  w  par  une  quadrature. 


i^^Q^^Si^ 


Tome  m  (  J*  série).  —  Janvier  iSnS. 
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ivw  «**<»«.  »»t'<a^w<«v<'v\\%\<vx'v>-> 


SUR 


QUELQUES   FORMULES   RELATIVES   A   LA   TRANSFORMATION 
DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES; 

Par  m    HERMITE 


L'expression  générale  des  quatre  fonctions  $  sur  lesquelles  repose 
la  théorie  des  fonctions  elliptiques  est,  comme  on  sait,  la  suivante  : 

iTZ  \  (  ini  -h  u.  )X  -Y-  y  t^2  m  -+-  a    ■  I 

(A)  S.„{^)  =  2  (-""""  ■  '  ' 


LL  et  V  étant  zéro  ou  l'unité  et  w  une  constante  imaginaire  telle,  qu  en 
faisant 

W  =   'Ji^)  -h  /«,. 

on  ait  'j),  essentiellement  différent  de  zéro  et  positif.  Ces  quatre  fonc- 
tions sont  définies,  à  un  facteur  constant  près,  par  les  équations 

et  elles  jouissent  des  propriétés  exprimées  par  les  relations  suivantes  : 

Ô„.(-x)  =  (-if  $„,.,(^), 

La  première  de  ces  relations  montre  que  des  quatre  fonctions  6  une 
seule  est  impaire,  celle  qui  correspond  aux  valeurs  ,a  =  r,  v  =  i  ;  les 
deux  suivantes  montrent  comment  la  formule  (A),  quels  que  soient  les 
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entiers  (x  et  v,  ne  donne  effectivement  que  quatre  fonctions  distinctes; 
enfin  la  dernière  permet  d'exprimer  ces  fonctions  par  une  seule  d'entre 
elles.  A  ces  relations  nous  joindrons  enfin,  bien  que  nous  n'ayons  pas 
à  l'employer  ici,  la  suivante,  qui  fournit  les  équations  algébriques  ou 
différentielles  auxquelles  satisfont  nos  fonctions,  et  où  je  suppose 

p.  -  ■  /x'  =  a,       V  —  v'  =  p, 
savoir  : 

2$^.,,(j:  4-  j)  6^;  .y  [X  -  J)  ^.,,0  (o)  Qo.fi  (o) 

+  0^,,„+,(.r)6,/,,'+i(^)ô«,,  (jr)ôo,^+.(jr). 

Cela  posé,   soient  a^   b^  c,  d  des  entiers  tels,  que  ad  —  bc  =  k,  k 
étant  essentiellement  différent  de  zéro  et  positif,  faisons 

ç.   C  -h  doi 


m  =  a^j.  -\-  bv  -h  nb, 
n  =  c  p.  -+■  civ  -h  cd, 
U{x)  =  d,.,,[{a  +  bo,)x]e''''^''-^'''^''^ 
on  aura  les  relations  fondamentales 

n{x+i}  =  {-ifu{x), 

n  (x  +  û)  =  (-  if  II  (a:)  e-  '^^('^^^)^ 

qui  servent  à  exprimer  U[x),  quels  que  soient  p.  et  v,  au  moyen  des 
quatre  fonctions  analogues  à  0,  mais  relatives  au  module  û,  et  que  nous 
représenterons  par 

e,...(x). 

A  cet  effet,  je  désigne  par  T/  une  fonction  homogène  du  degré  i 

4..  ^ 
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des  carrés  de  deux  des  fonctions  0;  cela  étant,  on  aura  pour  k  iiwpair 
cette  expression  fres-simple 

Laissant  ici  de  côté  la  détermination  de  ces  fonctions  désignées  par 
'^k-  ,»  je  vais  seulement,   dans  le  cas  de  k=:\,  où  T  est  une  simple 

constante,  en  donner  la  valeur,  qui  exige  une  analyse  assez  délicate. 
Supposons  le  nombre  />  positif,  comme  on  le  peut  toujours,  car  s'il 
en  était  autrement  on  chercherait  la  formule  de  transformation  relative 
au  système  des  nombres  —  r/,  ~  b,  —  c\  —  d,  ainsi  qu'on  y  est  auto- 
risé par  la  nature  de  la  condition  nd  —  bc  =  \ ,  qui  n'est  pas  altérée 
par  ce  changement,  et  cette  formule  trouvée,  on  en  déduirait  immédia- 
tement celle  qu'il  s'agissait  primitivement  d'obtenir,  la  constante  T  res- 
tant la  même  ou  changeant  seulement  de  signe,  comme  il  est  aisé  de 
le  reconnaître  par  le  changement  dont  nous  parlons.  Cela  étant,   on 


aura 

b  — 


—  i:t  r 

T  =       "  '  . 

y —  ib  [a  -+■  b  w) 

c^  étant  une  racine  huitième  de  l'unité  dont  voici  la  détermination  : 

ÏTC  {ac  fj}  -\-  ibc  fxj  -r-  bd  ■/•  -+-  i  abc  fj.  -r   2  ahd  v  -+-  ab'  c) 

ù  =  e     -• 


et  le  signe  du  radical  carré  v'—  ib[a  -4-  èw)  étant  pris  de  manière  que 
la  partie  réelle  de  ce  radical  soit  positive  [*]. 

[  *  J  Pour  6  =  o ,   la  formule  de  transformation  se  réduit  à  l'équation  suivante  : 
a  étant  un  nombre  entier  arbitraire,   tn  etanl  ejjal  àpet  n  à  a(^+i)-hv. 
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Des  cas  paiticuliers  de  cette  relation  ont  été  déjà  doniiés  par  Jacobi 
dans  un  Mémoire  sur  l'éqnation  différentielle  à  laquelle  satisfont 
les  séries 

I  ±:  2^  -h  2^*  ±  2r/*'  -h  .  .  .  ,         2\/q  -h  2  V9®  H-  ^\/(j'^^  -h  .  .  . 

{^Journal  de  M.  Crelle,  tome  XXXIV,  et  Journal  de  M.  Liouville,  tra- 
duction de  M.  Puiseux).  Mais  l'illustre  auteur,  laissant  de  côté  la  dé- 
termination de  â,  se  borne  à  annoncer  que  le  signe   de   la  constante 

dépend  de  la  quantité  désignée  par  le  symbole  i^\  dans  la  théorie  des 

résidus  quadratiques.  Ce  fait  si  remarquable  résulte,  en  effet,  des  pro- 
priétés de  la  série 

o   ' 

qui  se  trouve  comme  facteur  dans  la  valeur  de  T.  Soit  dabord 


b  =  2='P, 


P  étant  impair,  on  aura 


'jL  r   ,  3(«,j  +  i)^-^(/3-i)n 


\  P   / 

si  a  est  pair,  et 

in  V     ^    :H^;S-f-  i)--t-(y3  — l)'-^-  ,r 

^4  L  2 


'^(^)v''" 


lorsque  a  est  impair. 

En  second  lieu,    supposons  Z>  impair;  alors  on  pourra  déterminer 
deux  nombres  entiers  m  et  Ji  par  l'équation 

a  '=  mb  —  8//, 
et  l'on  aura 


o  =  e  .(^)  /  sjb. 
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Ce?  résultats  [*]  se  déduisent  des  formules  données  par  Gauss  dans 
le  célèbre  Mémoire  intitulé  :  Summatio  serierum  qunriundnm  singula- 
rium;  seulement  j'ai  fait  usage,  pour  éviter  autant  que  possible  une 
énumération  de  cas,  de  la  forme  sous  laquelle  elles  ont  été  présentées 

par  M.  Lebesgue  dans  un  ^Mémoire  uititulé  :  Sur  !e  symbole  [j]  et  sur 

quelques-unes  de  ses  applications.  Je  remarque  enfin  que  Tintroductiou 

des  !iombres  /x  et  v  d'une  part,  m  et  n  de  l'autre,    permet  de  résumer 

dans  une  seule  équation,  savoir  : 

ce  que  Jacobi  nomme  la  théorie  des  formes  en  nombre  infini  des  fonc- 
tions 5,  théorie  sur  laquelle  il  avait  annoncé  un  travail  important  que 
la  mort  l'a  empêché  de  publier. 

Pour  établir  les  formules  précédentes,  je  m'occuperai  d'abord  des 
deux  égalités 

dans  lesquelles,  ainsi  que  je  l'ai  dit  plus  haut,  on  a 

m  =  «p.  -h  ^v  +  ah. 
n  =  c/jL  -f-  d'j  -h  c<V, 


h  w 


[*]  Peut-être  n'est-il  pas  inutile  d'observer  que  l'imaginaire/,  qui  figure  dans  la 
série  n  ou  dans  l'expression  de  celle  série  par  les  symboles  de  la  théorie  des  résidus 
quadratiques,  est  absolumtnt  la  même  quantité  qui  entre  dans  la  définition  dt s  fonc- 
tions h  par  Téqualion  'A).  Je  ferai  enfin  remarquer  que  n  se  présente  toujours,  comme 

le  [troduit  de  y'é»,  par  une  racine  huitième  de  l'unité;  de  sorte  qu'en  résumé  la  con- 
st;*nt('  T  a  cette  valeur  : 

1    =   -  ou  £=    I  . 

sja  -\-  btù 
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et 

k=  ad  —  bc- 

Pour  cela,  j'observe  qu'on  peut  écrire 


-HCC 


en  posant 

9  (j?,  ///)  =  b{n  -\-  h  fj))  x^  -+-  {2  m  H-  p.;  '  rr  +  /?  w  )  jf  -1-  j  (2  w  +  u.)^  —  nv^. 

Or  cette  fonction  jouit  de  la  propriété  exprimée  par  l'équation  sui- 
vante : 

<p  (x  —  I ,  /«)  —  9  ( jr ,  m  -4-  è  )  =  2  rt/?z  -h  m  ^  m     (  uiod .  9.  ) , 

qu'on   vérifie   par  un    calcul   très-facile,  et  il   en  résuite  qu'on   peut 
écrire 

00  00 

et  par  suite 

x\[x^  ')  =  (-  »rn(x), 

car  le  nombre  m  devant  preiulre  toutes  les  valeurs,  depuis  —oc  jus- 
qu'à 4-  00  ,  on  peut,  sans  altérer  la  somme  \,  changer  ni  en  m  +  h 

dans  la  fonction  ip  (^,  /;r. 

Soit  ensuite,  pour  un  moment, 

-l-cc 

—  00 

il  est  clair  que  la  nouvelle  fonction  (p^,  (.x,  m)  sera  liée  à  celle  dont  nous 
Tenons  de  parler  par  l'égalité 

(po  (x,  m)  =  Aiix^  H-  (p(i}jc,  m). 

Or  en  recourant  à  la  valeur  de  û  et  réduisant  les  deux  termes  en  x'-. 
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on  obtiendra  immédiatement 

^„  ;x,  m)  =d{c-h  d'S)  x^  -+-  (2  m  +  .a)  [c  +  ^w)  .r  +  ^  (am  +  p,)'- mv, 

de  sorte  qu'on  peut  passer  de  la  fonction  9  (x,  /w)  à  la  fonction  9„  (x,  m) 
par  le  simple  changement  de  a  et  b  en  c  et  ('Z.  On  a  donc  la  relation 

rf^ix  +i,m)  -  (Pol-^^'^^  -4-^)=^  2rm-+-tt  =  n     (mod.  2), 

et  par  suite  celle-ci  : 

IIJx+i)=(-«>no(.r). 

On  en  déduit  qu'on  a,  relativement  à  la  fonction  11  [x), 

^.,^i.^:y  jj  ^^-^^  +  û)  =  i  ~  .)"  ^■'^'"''^■^  n  {x\ 

d'où,  après  avoir  dans  les  deux  membres  supprimé  le  facteur  e'" 
et  remplacé  ùx  par  x, 

n(a:  +  i2)  =  (-irnf^)e 

Ces  deux  égalités  démontrées,  voici  maintenant  comment  on  parvient, 
dans  le  cas  où  Ton  suppose  A=  i,  à  la  détermination  de  la  constante 
T  dans  l'équation 

-,     i  1T  b  {a  ■+- h  u)  x^  /         C  -\-  cI  oiX 

Remplaçant  d'abord  les  fonctions  par  leurs  développements  et  mettant 
Dour  cela  dans  le  second  membre  Q.  au  lieu  de r^->  on  aura 

—  ce  —  ce 

Cela  posé,  nous  introduirons  au  lieu  de  tp  (jr,  m)  l'expression 

tj^  [x,  m)  =  (p  [X,  m)  —  mJo, 

ce  qui  permettra  de  supprimer  dans  les  deux  membres  de  l'équation 
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précédente  le  facteur  e"^'^  ,  de  manière  à  avoir 

-i-oc  +30  .r         ^  f         x.  1 

y  e  =1^   (-ij      e     ■- 

O)  00 

On  en  conclura  par  suite,  en  intégrant  entre  les  limites  zéro  et  l'unité, 


/ 


nt'P(x,rn)  mm-  j 


O  00 


^t  il  s'agira  maintenant  d'obtenir  l'intégrale  définie  du  premier  membre. 
A  cet  effet,  j'observe  que  la  fonction  -^  (jc,  m)  donne  lieu  à  cette 
relation  : 

'^  [x  -\-  i ,  w)  ^  (^  (.r,  m  H-  ^)      mod.  2, 

ou  plus  généralement 

tj;  (.r  -I-  n^  m)  ^  ^  (x,  m  h-  /iè)  mod.  2, 

rz  désignant  un  entier  arbitraire.  Supposons  donc,  comme  il  a  été  ad- 
mis précédemment,  que  h  soit  différent  de  zéro  et  positif,  et  décom- 
posons la  série  des  nombres  entiers  m  en  h  progressions  arithmétiques 
dont  la  raison  soit  é,  on  aura 

-l-x                                     -t-x 
—  ce  00 

^^ 

—  ce 

-HCO 

+  2,  <? 


-2. 

Tonr.e  III  (i"  série-;. —J.vr^viEr.  i858. 
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Or,  en  vertu  de  la  propriété  de  la  fonction  'h[x,  w),  cette  relation 
pourra  encore  s'écrire  : 

^       i-!té{x,m)  '^       i -K  \p  {x -\- n ,  o) 

~  ce  00 

-H  00 

i-:fp.{x-\-n,  i) 


z 


e 


i7:p{r-i-  n,  -l) 


^i:T^(xH-H,  b  —  t) 


—  ce 

Ainsi  l'intégrale  définie  cherchée 

/       2  ^'''^^'^'""^^^•^ 


'  o  —  ce 


se  trouve  exprimée  par  la  somme  d'un  nombre  b  d'intégrales  telles 
que 

/l     -l-oc 

p  formant  la  suite  des  valeurs  o,  i,  a,...,  />  —  i .  Maintenant,  en  vertu 
d'une  transformation  bien  connue  de  ces  sortes  d'expressions,  on  a 
simplement 

/>  I    -+-=0  /^-\—x. 


'O  — 00 


de  sorte  que  l'on  parvient  pour  la  détermination  de  T  à  cette  relation 
Tfi    ^     =2     /         e"^H-,p)^j 

o      t/ — -x. 
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Les  intégrales  qui  y  figurent  s'obtiennent  par  la  formule 


dx  =         ^    e        '  '^ 

S—ip 


OU  le  radical  carré  y  —  ip  est  pris  de  manière  que  la  partie  réelle  soit 
positive.  Ce  résultat  est  dû,  comme  on  sait,  à  M.  Cauchy,  et  a  été  donné 
par  l'illustre  géomètre  dans  les  anciens  Exercices  mathématiques.  On 
en  conclut  par  un  calcul  très-facile  la  valeur  de  la  constante  T,  qui  se 
présente  d'abord  sous  cette  forme  : 

2 


T  = 


y/ —  ib  [a  -\-  b(à) 

ù  ayant  pour  valeur 

—  -^  {aii}—  2  «  m  -+-  f^m'  —  ai') 

Pour  prouver  ensuite  que  (3*  est  une  racine  huitième  de  l'unité,  il  faut 
remplacer  m  par  sa  valeur 

a^.  -h  b'j  -\-  ab., 

et  l'on  parvient  ainsi,  en  faisant  usage  de  l'équation 

ad  —  hc  ^=  \ , 
à  l'expression 

—  —  {ne  </.'-r  2  bc  u.j  -t-  hd/--x-  l  abc  y.  -t-  2  abdj  -h  ai'  c) 

Quant  a  la  réduction  aux  symboles  de  la  théorie  des  résidus  quadra- 
tiques par  les  formules  de  Gauss  de  la  somme 


t— I 


2/ 

o 

5. 
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je  pense  qu'il  suffit  d'avoir  donné  les  résultats  du  calcul  sans  rappor- 
ter le  calcul  lui-même  qui  est  sans  difficulté,  et  je  terminerai  cette  Note 
en  donnant  les  formules  pour  l'expression  des  fonctions  n  {x)  par  les 
fonctions  0„-  „  {x)  au  module  û  lorsque  le  nombre  k  =  ad  -  hc  est 
t 

pair. 

Pour  cela  je  distinguerai  deux  cas  : 

1".         (m  +  i)(n  +  i)=  î      {mod.  -i). 

Alors,  pour  ^av  ^  o  (mod.  2),  on  a 

n(x)r=TA-, 

et  pour  jU-v  ^  I    (mod.  2), 

n  [x)  =  Bcol^-r)  ©0..  i^)  ^..o(^)  «...  (  •^)  Ta-*, 

2 

1''.        (in  +  i)(n+i)=o     (mod.  a). 
En  supposant  encore  ijy  —  o  (mod.  2),  on  aura 

et  pour  juiv  ^  I   (mod.  2), 

2 

T,,  comme  il  a  été  dit  précédemment,  désigne  une  fonction  de  degré  / 
des  carrés  de  deux  des  fonctions  6.  Je  me  réserve  de  revenir  dans  une 
autre  occasion  sur  ces  formules  pour  la  transformation  des  fonctions 
elliptiques,  qui  représentent  pour  un  ordre  donné  une  classe  de  trans- 
formations qu'il  importe  de  considérer  d'une  manière  particulière  dans 
l'ensemble  de  toutes  les  transformations  possibles. 
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^^>\x\\\^^vxA  \\^^^^  v\*\\^  \^^\\^^\^\^^\\^v\\v^^\\^\^^\^^  ,vv  vx^^^^  vwwx^xwxx  w  \\^\\^\^^v\^  v\\v\,»v\'\\,\-.\V'-  ^\^\\^\.\>'^Kv%\^  »,x* 


LA  THEORIE  DES  FORMES  CUBIQUES  A  TROIS  INDÉTERMINÉES  ; 

Par  m    HER^IITE. 


L'élude  des  fonctions  homogènes  du  troisième  degré  et  a  trois  indé- 
terminées conduit  à  considérer  avec  une  forme  donnée  de  cette  espèce 
deux  systèmes  différents  de  fonctions  qui  s'en  déduisent,  et  dont  je 
rappellerai  en  premier  lien  les  expressions.  Soit  pour  cela  U  la  trans- 
formée canonique  de  la  forme  proposée,  de  sorte  que  l'on  ait 

U  =  x'^  -i-j^  -h  z^  -h  Glxjz; 

le  premier  de  ces  systèmes  sera  celui  des  invariants  et  du  covarinnt 
cubique,  savoir  : 

S=-/-^/\ 

T=  1  -20/3  -  8/% 

HU  =  l'  (jc'  +  j'  -4-  z\:  -  (.  -h  2  l']a-jz. 

Le  second  système  sera  formé  des  deux  conlre-variants  ou  formes 
cubiques  adjointes,  savoir  : 

PU  =  -  /  [a.-'  -h  j'  -^  z')-i-[-  i  ^  /,  n  a-yz, 

QU  =  (i  -  10/^)  (jc^+7'  +  2.3)  -6/^5  +  4  l' .  jcrz. 

J'omets  à  dessein  les  covariants  et  formes  ailjointes  d'un  degré  supé- 
rieur au  troisième,  n'ayant  pas  à  m'en  occuper  ici,  et  j'observe  seule- 
ment que  les  combinaisons  linéaires  * 

aU  -h  6^HU, 
6aPU+    /5QU, 

ou  a  et  /5  sont  des  constantes  indéterminées,  représentent  encore,   la 
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première  un  covariant  et  la  seconde  une  forme  adjointe  de  U.  On  en 
peut  conclure  que  les  invariants  du  quatrième  et  du  sixième  ordre  de 
ces  deux  fonctions,  que  nous  désignerons  avec  M.  Cayley  de  cette 
manière  : 

S(    aU    4-6/3HU),         T(    aU    +6^HU), 

S(6aPU-h    pQU),  T(6aPU-+-     /3QU), 

doivent  reproduire  des  combinaisons  rationnelles  des  invariants  pri- 
mitifs S  ei  T.  C'est  effectivement  ce  que  ce  savant  géomètre  a  mis  en 
évidence  en  donnant  dans  les  Tables  qui  terminent  son  troisième  Mé- 
moire sur  les  quantics  les  expressions  complètement  développées  de 
ces  quatre  quantités.  En  cherchant  à  approfondir  la  nature  de  ces 
expressions,  j'ai  été  conduit  à  un  résultat  intéressant,  non-seulement 
parce  qu'il  en  montre  le  véritable  caractère,  mais  parce  qu'il  donne 
un  nouvel  exemple  de  cette  étroite  connexion  entre  les  formes  cubiques 
à  trois  indéterminées  et  les  formes  biquadratiques  binaires,  que 
M.  Hesse  et  M.  Arouhold  ont  les  premiers  signalés  dans  leurs  belles 
recherches.  Mais  je  dois  rappeler  d'abord  qu'en  représentant  une 
forme  binaire  du  quatrième  degré  par 

j  =  ax^  -h  4  bx^j"  H-  6  cx^  /^  -+-  4  dxjr^  -h  ej'', 

on  a  pour  les  covariants  des  degrés  quatrième  et  sixième,  ces  expres- 
sions 

o  rrr  [ac  —  h^^ x''  -h  1  [ad—  bc) x^ y  H-  [ae  -+-  ibd  —  'ic'^)x^j'^ 

-+-  'i{be  —  cd)  xj^  H-  [ec  —  d'^^j*, 

h  ^    n^ d  —  3 abc  -*-  ih^)x^ 
-4-  (a*  e  -h  -2  abd  —  9  ac"^  -h  6  bc^  ]  x^  j 
+  (  5  abe  —  1 5  acd  H-  1  o  è^  .7)  x^ y^ 
-h  ;  —  I o  ad-  -f-  xob"^  e)x^  j^ 
-4-  (  —  5  ade  4-  1 5  bce  —  i  o  bd"^)  x"^  y'' 
4-  (  —  ae^  —  1  bde  -f-  9  c^  e  —  6  cd'^  ■  xy^ 
-f-  (  —  ^c^  -+-  '3  cde  —  1  (P  \  y^ . 

Cula  posé,  je  considère  la  forme  biquadratique  suivante  en  a  et  ,5, 
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savoir  : 

f=a.'  ~  24Sa='/3=^-8Ta]S'-48S2/S% 

et  si  l'on  en  déduit,  d'après  les  formules  qui  viennent  d'être  rapportées, 
les  deux  covariants  g  et  h^  on  aura  ces  formules  remarquables,  savoir  : 

S(aU  +  6/3HU)=-^g:, 

T(aU  +  6|3HU)=  -  ^  h, 
64 S«  (aU  +  6/3HUy  -  T^'  (aU  +  6|3HU)  =  (G4S'  -  T^)/. 
Soit  en  second  lieu 

/=  43Sa/+  8Ta^/3-96S^a2|32-  24 TS ap^  -  (F- •+-  i6S^)j^i^ 
on  obtiendra  d'une  manière  toute  semblable 

S(6aPU  +  ^QU)  =  -  ^^, 

S  (6a  PU  +  iSQU)=  -7^/^ 
64S^  (6aPU  H-  /5QU)  -  T  (6aPU  +  jSQU)  =  (64s'  -  T^YJ. 

Ces  deux  formes  /  du  quatrième  degré  qne  nous  avons  employées  suc- 
cessivement ont  d'ailleurs  entre  elles  cette  liaison  singulière,  que  si 
l'on  désigne  par  A,  A',  A:",  k"  les  racines  de  léquation 

x'  -  24  Sjc^  -  8  Tx  -  48  S"'  =  o, 
les  racines  de  l'autre  forme,  c'est-à-dire  de  l'équation 

48Sx'+  8Tx^-  QÔS^x^'-  24TSX  -(T^+  i6S^)  =  o, 


seront 


1  ,       S       I  , ,       S        I  ,  „       s        \  1  ,„       s 

-  K  -\-  -.1     j  ft  -\-  ~i     -7  k   -^  —1      -  k    -h  jjp,' 

4  fi  l[  fr  4.  A  J|  A' 
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Je  reviendrai  sur  ce  point  clans  un  prochain  travail,  où  je  me  propose 
d'établir  entre  autres  choses  cette  proposition,  qu'il  existe  toujours 
une  substitution  linéaire  réelle  pour  réduire  toute  forme  cubique 
donnée  à  coefficients  réels  à  l'expression  canonique 

X^  -h  j'^  -i-  Z^  -]-  (j  IjCJZ. 

La  même  chose  n'a  pas  lieu,  comme  on  sait,  ni  pour  les  formes  biqua- 
dratiques,  ni  pour  les  formes  cubiques  à  deux  indéterminées. 
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^'WWV'»  VX'WX'WXAWW 


\vv*  vv^xxw 


I   'XXXXVWVW 


\\X-*  WWX-^tXXWA  i\^  'V\XVV\>.\>>V^'VV\X\'\\'V^ 


SUR  UN  CERTAIN  SYSTÈME  D'ÉQUATIONS  LINÉAIRES; 
Par  31.  PAINVIN, 


Docteur  es  Sciences. 


Le  système  d'équations  que  je  considère  est  le  suivant  : 

;  h,       =  r, 


h. 


r—  \)h,  —  p-rt, 


(0 


/?/+ ,  r=  (r  —  f  )  hi  —  i[\j.  —  /  -h  I )  nhi_, , 


\  /?,..+,=  ( r  —  p.)  h,j  —  [x.  1  .ah,j-i  ; 

r  étant  une  inconnue,  a  une  constante  quelconque,  et  p.  un  nombre 
entier.  Ce  système  s'est  présenté  à  M.  Liouville  dans  des  recherches 
importantes  sur  l'intégration  des  équations  différentielles  {Journal  de 
Mathématiques j  i*^^ série,  tomeV)  ;  M.  Liouvilleena  déduit  un  théorème 
d'algèbre  que  je  me  propose  d'établir  dans  cette  Note,  en  ne  m'appuyant 
que  sur  les  propriétés  les  plus  élémentaires  des  déterminants. 
Soit  le  déterminant 


Uu-I-I    — 


a, 

/?/, 

0 

0    . 

0 

0 

0              0 

«i 

rto 

nio 

0    . 

0 

G 

0              0 

0 

n.. 

a. 

m  3   . 

0 

0 

0              0 

0 

0 

fh 

a,    . 

0 

0 

0              0 

0 

0 

0 

0    . 

. .  a 

y. —3 

'",«-2 

0            0 

0 

0 

0 

0    . 

.  .  n 

u.  — 2 

«y.-l 

m,,^,  0 

0 

0 

0 

0    . 

0 

«v-  1 

«y     m,j. 

0 

0 

0 

0     . 

0 

0 

ny   Un^ 

Si  l'on  désigne  par  D,-  le  déterminant  qui,  commençant  à  l'élément  a^ , 
se  continue  jusqu'à  l'élément  a,  inclusivement,  la  loi  de  formation  des 

Tome  III  (2«  série).  —Février  i858.  6 
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déterminants  conduit  immédiatement  aux  relations  : 


(^) 


^  D,-^,  =ai^,    O,      -  m,      /?/       D,_,, 


D3 

=  n. 

D, 

—    ?7?2 

72  0 

D, 

=  <22 

D, 

—  /72, 

72,, 

D, 

=  a,. 

D, 


Si  maintenant  on  pose 

a  ^  a  (a  —  i), 
)  fl;t  =  r  —  A-  -h  I , 

^     ^  '  772^=  A  a. 


72^=  (p.  —  A+  1)  (a  -  i), 

les  équations  (2)  coïncideront  avec  les  équations  (i);  d'où  l'on  conclut 

(4)  hi—V>,. 

Le  problème  que  j'ai  en  vue  consiste  à  déterminer  les  racines  de 
l'équation 

^u-HI  =  D„  j_,  =  o, 

obtenue  par  l'élimination  successive  des  quantités  h^Ji.^,...,  h,.,  ou.  en 
d'autres  termes,  les  valeurs  de  7  qui  annulent  le  déterminant 


/' 

a 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

.«•(«- 

0 

7' 

—  I 

2  a 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

(>- 

Ofa 

-0 

r  —  2 

3a     . 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

(p.-2)(a- 

0 

7'- 3    . 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

.    1  —a  4-3 

(p.- 2)  a 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

..  3(a-i) 

r— ,aH-2 

(f^ 

-i)a 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

2(a-i) 

7  — 

-fX+I 

,aa 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

—  I 

/  —  u. 
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Or,  si  l'on  ajoute  toutes  les  lignes  horizontales  à  la  première,  on  obtient 
une  ligne  dont  fous  les  fermes  sont  égaux  k  r  -h  tj.iv.  —  i  ;  par  suite,  le 
déterminant  (l)  s'annule  pour  r  =  v.  (i  —  a). 

Divisons,  maintenant,  tous  les  fermes  de  la  première  ligne  par 
r  H-  ij.  [a  —  i),  puis  retranchons  la  deuxième  colonne,  à  gauche,  de  la 
première;  la  troisième  de  la  deuxième,  etc.;  la  dernière  de  lavant- 
dernière;  le  déterminant  (I)  se  réduira  à  la  forme  suivante: 


H-a(a— ij  +  i 
O 

o 
o 


/  —  2  7.  —  I  2  a 

■r4-(p. —  ij(a_i)-f-2        r— 3a — 2 

—  (fx— 2)(3:  — i}  —r-i-{u.—  2)[a  —  i) 

o  — (a — J}(a  —  l) 
O  O 


r  —  ^a  —  3 

r-h{-J. —  3^  (a — 1)-'-4 
-(..-4)(a-.) 


o 

(u—  2;a 

. . .  r — (p. —  i)a — ut +  2 

... — r-\-2[a. — i)-+-u— 1  /-—fia —  ,^  H- i 

■ — (a.  —  i)  — r-f-(a  — ij-+-p 


o 
o 
j.  —  la 


Ajoutons  alors  à  la  première  ligne  toutes  les  lignes  horizontales  infé- 
rieures; à  la  deuxième,  toutes  les  lignes  horizontales  inférieures,  et  ainsi 
de  suite,  jusqu'à  la  dernière  ligne;  changeons  ensuite  le  signe  de  tous 
les  termes  du  déterminant  ainsi  formé,  et  posons 


r  —  a 


on  obtient  le  déterminant 


(II) 


T-l 

a 

o 

o 

a-x){y. 

— l) 

ri  —  I 

2   7. 

o 

O 

(f^- 

-2)(a-l) 

n~  2 

3  a 

O 

O 

c- 

-3)  (a-,) 

/•>-3 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

r,  —  ,^-+"4  [y- — 3;  a  o  o 

3(a  — I)  r,  —  iA-f-3  (a — 2)  a  o 

o      '  2  (a — l)  r,  —  U.-I-2    (a — l)  a 

G  O  (a  —  1         r^ — pH-I 

6.. 
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Oiî  voit  que  ce  déteraiinant  ne  diffère  du  déterniinaRt  (I)  que  par  le 
changement  de  /'  en  r,  et  de  u.  en  (a  —  i)  ;  donc  ce  dernier  déterminant 
s'annulera  pour 

r^  =  (a — i)  (i-—  a;; 

et,  par  suite,  le  déterminant  (I)  s'annulera  pour 

/■=  a  -4-  {ix  —  i){i~  a). 

Si  maintenant  on  fait  subir  au  déterminant  (II)  les  mêmes  transfor- 
mations que  celles  qu'on  a  fait  subir  au  déterminant  (1),  et  qu'on 
pose 

r,  =  r,  —  a, 

on  obtiendra  nécessairement  un  troisième  déterminant  qui  ne  diffé- 
rera du  déterminant  (II)  que  par  le  changement  de  /',  en  i\  et  de  (a  —  i} 
en  (|UL  —  2);  donc  ce  troisième  déterminant  s'annulera  pour 

To  =  (/j.  —  2)  (r—  a), 
et,  par  suite,  le  déterminant  (I)  s'annulera  pour 
/■=  2a  +  {'J.  —  2)  (i —  a). 
Après  la  f  u-  —  2)"^'"''  transformation,  on  arrivera  au  déterminant 


qui  s'annule  pour 


cl  ou 


r;j.-2.  a  o 

j   2  (a  —  1)  /y,_2—  1       2a 
I  o  (  a  —  I  )    r„._  2—2 

r,^_o  =  2(1  —  a); 
/•  =  (a  —  2 )  a  +  2  ( I  —  a) . 


Le  déterminant  '  jx  —  î),  soumis  au  même  calcul  que  le  précédent, 
conduira  au  déterminant 


W 


ry.-i  a 

(a  —  i)  Ta-,  —  1 


qui  s'annule  pour 
d'où 
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/>._!  =  (i—  a); 
7-  =  (pt,  —  i)  a  H-  (i  —  a). 
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Enfin  le  déterminant  (p.)  donnera  successivement 


I  (a  —  i)     />_j  —  I 
par  suite, 

d'où 


o  I 

a  —  r„._,    r,^_,  —  i 


=  />.-!  —  a; 


On  voit  donc  que  les  racines  de  l'équation  obtenue  en  égalant  à  zéro 
le  déterminant  (I)  sont 

/xa;  (ja—  r)a-h  (i  —  a);  (jW.—  2)a-h  2(1  —  a);...;  (p-— ?)«  +  /(  i  —a),..., 
a  4-  (fj(.  —  i)  (i  —  a)  ;  p.  (i  —  a)  ; 

ou  bien,  en  posant  â  =  i  —  2  a, 

,a.a,   ,aa  4-  â,  /j.a  +  2  d", . . . ,   a,a  -+-  iâ,...,   (xa.  -h  [p.  —  \)  â.   u.a  -hixâ ; 

ces  racines  forment  une  progression  arithmétique    dont  le  premier 
terme  est  p.a,  et  la  raison  c?  =  i  —  2  a. 

Ainsi,  lorsque  des  quantités  /?,,  h^,...,  h^j,,  ^„._^,  sont  définies  par  des 
équations  telles  que  les  équations  (1),  la  quantité  h,j_^i  ou  le  détermi- 
nant (I)  a  pour  expression 

(/'  —  (xajir—aa—  â)...  {r—iJ.a  —  iâ]...  [r—[j.a—  (p.—  i)c?]  (/'— /aa— p.c?\ 

la  constante  a  étant  donnée  par  l'équation  du  second  degré 

a  (a  —  i)  =  a. 

Tl  est  facile  de  voir  que  l'on  obtient  toujours  les  mêmes  racines  pour 
l'équation 

/?^+,  =  o, 
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quelle  que  soit  la  valeur  qu'on  adopte  pour  a;  je  supposerai  donc 


a  =  — I —  \  i  -t-  lia; 

2  2  ^ 


d'où 

Si  ion  fait 

d'où  il  résulte 


à  =  —  \  I  -h  lia. 


a  :=  —  7-> 
4 


a  =  -  ?     ce  —  1 
1 


-,       0  =  0, 


on  est  conduit  à  lidentité  remarquable 


r 

I 
2 

o 

o 

o 

o 

— 

u 
2 

r  —  I 

o 
2 

o 

o 

o 

G 

a  —  I 

/'  —  2 

3 

2 

o 

o 

2 

o 

o 

F  — 

2 

2 

r-3.. 

o 

o 

o 

O 

O 

o 

.   r—^j.^ 

-  2 

2 

o 

o 

/) 

o 

2 
2 

r 

-  P-  -+- 

o 

o 

i> 

o 

O 

_. 

/'  — 


f^ 
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NOTE 

A  L'OCCASION  DU  MÉMOIRE  DE  M.   HIRST 
SUR  L'ATTRACTION  DES  PARAROLOIDES  ELLIPTIQUES 
Par  m.  BOLRGET, 

Professeur  à  la  Faculté  de  Clermont-Ferrand. 


M.  Hirst  a  traité  dans  le  cahier  de  novembre  dernier  la  question  de 
l'attraction  des  paraboloïdes  elliptiques,  en  suivant  une  marche  ana- 
logue à  celle  que  j'avais  choisie  dans  une  Thèse  présentée  à  la  Faculté 
de  Paris  en  mai  iSSs. 

Toutefois  nos  procédés  différent  en  plus  d'un  point.  Pensant  que 
les  considérations  géométriques  nouvelles  qui  me  servaient  de  base 
méritent  l'attention  des  lecteurs  de  ce  Journal,  je  vais  présenter  ici  un 
résumé  rapide  de  cette  Thèse. 

1.  Si,  par  un  point  O  extérieur  ou  intérieur  à  un  paraboloïde  ellip- 
tique, on  mené  une  sécante  OAB,  puis  par  le  sommet  S  une  parallèle 
se,  puis  par  le  point  G  un  plan  perpendiculaire  à  la  sécante,  on  inter- 
cepte sur  l'axe  principal  une  longueur  SD  que  je  nomme  sous-corde . 
Je  nomme  aussi  parallèle  la  ligne  OI  menée  du  point  O  parallèlement 
à  l'axe  du  paraboloïde  jusqu'à  la  rencontre  de  sa  surface.  Ces  défini- 
tions posées,  on  démontre  sans  peine  le  théorème  suivant  : 

Théorème  1.  —  Le  produit  de  la  sécante  entière  par  sa  partie  exté- 
rieure,  ou  bien  le  produit  des  deux  parties  de  la  sécante  dans  le  cas 
ou  le  point  est  intérieur^  est  égal  au  produit  de  la  sous-corde  par  la 
parallèle. 

En  d'autres  termes, 

OA.OB  =  SD.OL 

2.  Considérons  maintenant  deux  paraboloïdes  isothétiques,  et  cher- 
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chons  l'attraction  exercée  sur  le  point  O  de  masse  unité  par  l'élément 


infiniment  petit  intercepté  dans  un  cône  partant  du  point  O  et  infini- 
ment mince.  Cette  action  élémentaire  sera  pour  l'élément  en  A 


ûj  = 


fodi' 


fêtant  l'attraction  de  l'unité  de  masse  à  l'unité  de  distance,  p  étant  la 
densité  de  la  couche.  Prenons  trois  axes  rectangulaires  passant  par  O, 
O^,  Oïj,  OÇ;  désignons  par  d  l'angle  de  OA  avec  0|,  parc  l'angle  de 
sa  projection  avec  Oyj,  nous  pourrons  prendre  pour  cli> 


donc 


r^  sin  $  dO  d(û  dr. 


(j;  =  f  p  dr  sin  6  d6  d(D. 


Ua  quantité  dr  n'est  autre  chose  que  AA';  or  si,  par  le  point  A,  nous 
menons  la  parallèle  AT  =  «,  puis  la  sous-corde  de  la  sécante  OA,  il 
vient 

AA'.AB'=  a>SD: 


donc 


ou 


bien 


dr  =  AA'  = 


a 


SD 
ÂB'- 


dr  = 


G> 


SD 
ÂB 
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en  négligeant  un  infiniment  petit  d'ordre  supérieur.  Donc  il  nous  vient 


SD 


i)  à  =  ipcû'—^sin$  cIO  d^ 


o. 


5.  Nous  avons  laissé  arbitraire  l'axe  0|;  choisissons  maintenant 
l'axe  principal  du  cône  circonscrit  au  paraboloïde  par  le  point  O.  On 
établit  sans  peine  que  tout  cônejormé  par  des  sécantes  telles  que 

SD 

-  =  const., 

a  même  axe  principal  que  ce  cône  circonscrit  ;  et  cet  axe  est  normal 
au  paraboloïde  passant  par  le  point  O,  et  homofocal  à  la  couche  ex- 
terne, d'après  un  théorème  de  M.  Chasles. 

De  là  on  conclut  évidemment,  en  ayant  égard  à  la  formule  (i),  les 
deux  théorèmes  suivants  : 

Thkorkme  II.  —  Un  poiiît  intérieur  n'est  pas  attiré  par  une 
couche  infiniment  mince. 

Théorème  IH.  —  L'attraction  d'une  couche  infiniment  mince  sur 
un  point  extérieur  est  dirigée  suivant  la  normale  en  ce  point  au  para- 
boloïde qui  y  passe ,  et  qui  est  homofocal  à  la  surjace  extérieure  de  la 
couche. 

4.  Les  surfaces  de  niveau  étant  connues  par  ce  qui  précède,  j'en 
déduisais,  comme  M.  Hirst,  la  valeur  de  l'attraction  et  du  potentiel,  et 
je  trouvais,  après  une  intégration  et  la  détermination  de  la  constante 
par  la  recherche  directe  de  l'attraction  sur  un  point  de  la  surface, 


c  est  le  paramètre  du  paraboloïde  homofocal  passant  par  le  point  O, 
il  est  déterminé  par  l'équation 

2/;+4s         27-4-4Î 

5.  De  la  formule  (2)  on  déduit  immédiatement  pour  un  point  exté- 
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rieur 

r  dz 

J'iiJtégration  est  facile;  il  reste  à  déterminer  la  constante  A,  qui  est  in- 
dépendante de  £.  Mais  mon  but  étant  de  prouver  que  A  est  infini,  je 
puis  me  placer  dans  le  cas  particulier  d'un  paraboloide  de  révolution  : 
faisons  donc 

p  =  q. 
il  vient 

dt 


V,  =  A,  —  ^Tipvpj- 


2p  -h  ^S 

et,  par  suite, 

V,  =:A,—  inpœp  X  {"^P  -^  ^-i^)- 
Cette  expression  se  réduit  à 

V,  =  A,  —  inpoop  )^[ip), 

si  je  prends  un  point  situé  au  sommet  de  la  couche  attirante,  ce  qui 
ne  change  rien  à  A,. 

Dans  cette  dernière  hypothèse,  il  est  facile  de  déterminer  directement 
Y,.  Prenons  pour  élément  de  volume  le  petit  cylindre  formé  par  l'élé- 
ment de  surface  de  la  couche  externe,  et  la  portion  de  normale  un 
comprise  entre  les  deux  couches,  on  aura 

civ  ■=  aân-, 

prenons  pour  élément  de  surface  le  rectangle  formé  par  l'élément  ds 
de  la  parabole  génératrice,  et  l'arc  jc?ç  de  la  rotation  élémentaire, 
nous  aurons 

(h  =  J d(^  ds  an. 

Mais  si  par  les  extrémités  de  ds  on  mène  des  parallèles  à  l'axe,  on 
forme  un  parallélogramme  (^dj  équivalent  au  rectangle  dsâfi\  donc 

di^  =  ojy  dj  d(f  : 
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nous  aurons  donc  pour  la  différentielle  du  potentiel 

ptù/dydrf         orjiydjdnf 

ou 

pw  dj  d'f 


s/-£r: 


intégrons  pour  ip  de  o  à  2  n,  et  par  rapport  à  j'  de  o  à  co  ,  nous  aurons 

*  dy 


V,  =  ipum 


^- 


II 


donc 
donc  aussi 


A,  =  co 


CO  .  C.    Q. 


6.  La  valeur  du  potentiel  relativement  à  un  point  intérieur  s'obtient 
directement  avec  facilité  par  les  considérations  suivantes  : 

Par  le  point  O  en  question  menons  une  sécante  OAB  et  imaginons 
dans  la  direction  de  cette  ligne  un  cône  infiniment  petit  d'ouverture 
qui  intercepte  en  A  et  B  dans  la  couche  infiniment  mince  des  éléments 
de  volume  dv^  dv' .  Nous  aurons  deux  éléments  correspondants  du 
potentiel 

c  dv        p  dt>' 
OÂ'      ÔB  ■ 

Si  par  le  point  O  nous  imaginons  trois  axes  rectangulaires  OH,  O/î,  OÇ, 
et  si  nous  désignons  par  Q  l'angle  de  OA  avec  la  ligne  0|,  par  o 
l'angle  de  sa  projection  avec  Ori,  nous  avons  déjà  trouvé 


pdv  SD    . 

OA^        ^     AB 


=;ûo3  T^sin  Q  d6  d(p, 

^^»  '       Ad 

donc 

P—-  —  pci  -—  OA  sin  d  dd  d(p, 

UA        '       AB  ' 


32  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

et  aussi 

?^  =  ,r^^oB  sine  de  do, 

OB        '      AB 
donc 

Pjt  ^tlK^,^,  SD  sine  dO  do. 

On  trouve  facilement 

sn  = ' — ^.  ' 

/coS"  o       sin-  V  \ 
sin=  e     ■  H 

en  prenant  les  axes  parallèles  aux  anciens. 

Substituant  et  intégrant  par  rapport  à  5  de  o  à  ^,  et  par  rapport  à  9 
de  o  à  2  7:,  nous  obtiendrons  le  potentiel  demandé.  Donc  nous  aurons 


/^2     r'i-  d^d 


2/J  iq 

Or  la  première  intégration 

j       sin  5 

«/o 

donne  l'infini;  donc 


,  COS-  o       sm-  o 
sin  5 


V  =  X  .  C.  Q.   F.   D      [*j. 


[*]  Par  inadvertance,  j'avais  posé  dans  mes  Notes 
SD  = 


/cos'o       sin'  o 

y   2/>       27 

c'est  la  raison  démon  assertion  erronée,  rectifiée  par  M.  Hirst. 
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?sOTE 

SUR  UN  PROBEÈME   DE  GÉOMÉTRIE   A   TROIS   DLMENSIONS; 

Par  m   è.  de  JOAQUIÈRES, 

Lieulenanl  de  ^'aifseau. 


Problème.  Etant  donnés  neuf  points  d'une  surface  du  second  degré, 
reconnaître  si  un  dixième  point  donné  est  intérieur  ou  extérieur  à  In 
surjace. 

f]  s'agit,  bien  entendu,  de  résoudre  la  question  sans  construire  la  sur- 
face, et  en  n'employant,  comme  cela  doit  être,  que  la  règle  et  le 
compas. 

Solution.  Soient  r/,  6,  t%  d.  <?,  /,  g^  h,  i  les  neuf  points,  et  O  celui 
dont  il  faut  reconnaître  la  position  par  rapport  à  la  surface  du  second 
ordre  S  que  les  neuf  points  déterminent. 

Le  point  O  est  extérieur  ou  intérieur  à  la  surface,  selon  que  la  courbe 
d'intersection  de  cette  surface  par  le  plan  polaire  du  point  O  est  réelle 
ou  imagiuaire.  Qu'on  fasse  passer  un  plan  par  le  point  O  et  par  deux 
des  points  donnés,  a  et  b  par  exemple;  soient  2  la  conique  d'in- 
tersection de  ce  plan  et  de  la  surface,  et  L  la  droite  suivant  laquelle 
il  coupe  le  plan  polaire.  La  question  se  réduit  à  savoir  si  le  point  O  est 
extérieur  ou  intérieur  à  la  courbe  2,  ou,  en  d'autres  termes,  si  les  points 
de  rencontre  de  2  et  de  L  sont  réels  ou  imaginaires.  On  trouvera  ci- 
après,  §  YI,  la  solution  très-simple  de  cette  question.  Mais  pour  prou- 
ver que  cette  solution  satisfait  pleinement  aux  conditions  du  problème 
proposé,  il  faut  montrer  comment  on  peut  déterminer  cinq  points 
de  la  conique  1  en  n'employant  que  des  constructions  élémentaires. 
Cette  détermination  fait  l'objet  des  trois  paragraphes  qui  suivent. 

II. 

On  va  construire  les  points  a'  et  b'  où  les  droites  Oa  et  Ob  respec- 
tivement traversent  une  seconde  fois  la  surface  S,  et  pareillement  les 
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deux  points  X,  >'  où  une  droite  quelconque  OZ  du  plan  Oah  rencontre 
S;  on  aura  de  la  sorte  six  points  de  la  conique  1.  Ensuite  les  points  a 
et  p,  conjugués  harmoniques  du  point  O  par  rapport  aux  segments  aa\ 
hh'  respectivement,  détermineront  la  polaire  L,  dont  il  sufBra  enfin 
de  reconnaître  la  position  relativement  à  cette  conique. 

m. 

Pour  trouver  les  points  a\  b\  À  et  X',  il  faut  savoir  résoudre  la  ques- 
tion suivante  : 

Étant  rionnés  une  droite  A  et  six  points  a,  b,  c,  d,  e,f  d'un  hjperbo- 
loïde  à  une  nappe,  construire  les  autres  génératrices  rectilignes  de  la 
surface. 

Par  la  droite  A  et  les  cinq  points  a,  b,  c,  d,  e,  on  fait  passer  cinq 
plans.  On  mène  les  quatre  droites y^,  Jb,  fc,  fd,  qu'un  plan  quel- 
conque T  coupe  en  a,  /5,  -/,  ù  respectivement,  et  l'on  détermine  sur  ce 
plan  [par  des  constructions  linéaires  (voir  Géométrie  supérieure)]  la 
conique  G  qui  est  capable  du  rapport  anharmonique  des  quatre  plans 
Art,  A^,  Ac,  kd.  Toutes  les  génératrices  du  cône  (  /C)  qui  a  cette  co- 
nique pour  base  et  pour  sommet  le  point/^  sont  telles,  que  le  rapport 
anharmonique  des  quatre  plans  menés  par  chacune  d'elles  et  par  les 
quatre  points  rt,  b,  c,  <^,  est  constant. 

On  détermine  pareillement  le  cône  ijd]  qui  est  capable  d'un  rap- 
port anharmonique  constant  et  égal  à  celui  des  quatre  plans  Art,  A^, 
Ac,  Ae. 

Ces  deux  cônes  se  coupent  suivant  une  arétej^'  telle,  que  les  deux 
faisceaux  de  plans 

A  [rt,  b,  c,  <-/,  e  ]     et    Jf  [a.,  b^  c,  r/,  e] 

sont  homographiques.  Donc  (  Géoni.  sup.^  vC^  ^ll^  ces  deux  faisceaux 
de  plans  engendrent  l'hyperboloïde  à  une  nappe,  qui  est  déterminé  par 
les  données  de  la  question,  et  dont  on  obtiendra  ainsi  autant  de  géné- 
ratrices rectilignes  qu'on  le  voudra. 

Il  est  d'ailleurs  évident  que  l'arête  //'  se  construit  linéairement, 
puisqu'il  suffit  de  trouver  sur  le  plan  T  le  quatrième  point  d'intersec- 
tion de  deux  coniques  C  et  C,  qui  ont  trois  points  communs  connus 
à  priori,  savoir  a,  p  et  y. 
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IV. 

Actuellement,  Etant  donnés  neuf  points  a,  h,  c,  d,  e  ,f,  g,  h,  i  d'une 
surface  du  second  degré  S^  et  une  droite  nO  menée  par  Vun  a  de  ces 
points j  on  demande  de  construire  le  deuxième  point  a'  de  rencontre  de 
cette  droite  avec  la  surjace. 

Qu'on  imagine  l'hyperboloïde  à  une  nappe  H  qui  passe  par  la  droite 
ib  et  par  les  six  points  c.  d,  e,f  g,  h;  et  pareillement,  l'hyperboloïde 
K  qui  passe  par  la  droite  ic  et  par  les  six  points  b,  d^  e,y,  g,  h.  Les 
surfaces  S,  H  et  K  ont  huit  points  communs;  donc  une  droite  quel- 
conque les  rencontre  en  six  points  en  involution.  Soient^,  h' et  k,  k' 
les  points  de  rencontre  de  la  droite  aO  avec  H  et  K  respectivement: 
les  six  points  k,  //,  k,  k\  a,  a!  sont  en  involution.  Les  cinq  premiers 
étant  connus,  le  sixième  se  construit  aisément.  On  admet  ici  que  les 
points  h,  h'  (et  de  même  A-  et  k')  sont  connus;  car,  pour  les  obtenir,  il 
suffit  de  mener  par  la  droite  aO  un  plan  quelconque  tel  que  aOb\  de 
déterminer,  parla  construction  du  problème  précédent  (III),  cinq  géné- 
ratrices rectilignes  de  la  surface  H,  et  par  suite  leurs  intersections  avec 
le  plan  aOb^  et  enfin  de  chercher  les  deux  points  de  rencontre  de  la 
droite  aO  avec  la  conique  que  ces  cinq  points  déterminent,  ce  qui 
n'exige  pas  qu'elle  soit  tracée  (voir  Géom.  sup.,  n°  646). 


Il  faut  encore  indiquer  comment  on  trouve  les  deux  points  X,  X', 
où  la  surface  S  est  traversée  par  une  droite  O/  qui  ne  passe  par  aucun 
des  points  donnés  de  S. 

Soient  toujours  H  et  K  les  deux  hyperboloïdes  du  numéro  précé- 
dent, et  soient  H'  et  K'  deux  autres  hyperboloïdes  menés,  l'un  par  la 
droite  idet  par  les  six  points  b,  c,  e,/,  g,  h,  l'autre  par  la  droite  ie  et 
par  les  six  points  ^,  c,  d,f^  g,  h. 

Soient  mm',  nn' ,  pp',  qq'  les  segments  interceptés  sur  O/  par  les  hy- 
perboloïdes H,  R,  H',  R'  respectivement. 

Chacune  de  ces  surfaces  ayant  huit  points  communs  avec  S,  il  s'en- 
suit que  les  segments  mm\  nn' ,  XX'  sont  en  involution,  et  pareillement 
les  segments  pp\  qq\  XX'.  Donc  le  segment  XX'  se  construira  comme  il 
est  dit  n*'  271  de  la  Géométrie  supérieure. 
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VI. 


On  connaît  donc  enfin  six  points  rt,  o! ,  h,  h',  X,  X'  de  la  conique  2, 
et  l'on  connaît  aussi  la  polaire  a/3  (II),  ou  L  du  point  O  par  rapport  à 
cette  conique.  Il  ne  reste  plus  qu'à  reconnaître  si  L  coupe  ou  non  1. 

Or  les  rayons  ab^  ah' ,  a\  coupent  L  eu  trois  points  i,  a,  3.  et  les 
rayons  homologues  a!  b,  a  b' ,  a'I  la  coupent  en  trois  points  i',  a',  3'. 
Ces  deux  systèmes  de  trois  points  déterminent  sur  L  deux  divisions 
homographiques  dont  on  cherchera  les  deux  points  doubles  qui  sont 
précisément  les  points  d'intersection  de  L  et  de  2.  Donc,  selon  que  ces 
points  doubles  seront  réels,  coïncidents  ou  imaginaires  {Géom.  sup., 
chap.  VIIl),  le  point  donné  O  sera  extérieur,  adhérent  ou  intérieur  à 
la  surface. 

Ainsi  le  problème  est  complètement  résolu  par  une  méthode  pure- 
ment géométrique,  et  l'on  voit  que  le  §  V  donne  la  solution  de  cette 
autre  question  importante:  Etant  donnés  neuf  points  d'une  surface 
du  second  degré ,  construire  la  surface. 

Octobre  1857. 
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SUR  LA  DÉMONSTRATION  DE  L'ÉQUATION 

dX        dY        dZ  ,       j 

-di-^-Ty-^-Tz^-^'^'^P'^ 

Par  m    R    CLALSIl  S. 


Soit  donné  un  espace  rempli  d'un  agent  (matière  pondérable  ou 
électricité,  etc.)  dont  les  éléments  exercent  sur  un  point  /?,  dont  les 
coordonnées  sont  .r,  j",  z,  une  force  attractive  ou  répulsive  inverse- 
ment proportionnelle  au  carré  de  la  distance.  Je  nommerai  cet  espace 
un  corps ,  et  je  désignerai  par  k  la  densité  à  un  point  quelconque  x' , 
y\  2',  en  sorte  que  kdv  soit  la  quantité  de  l'agent  qui  se  trouve  dans 
un  élément  de  volume  dv.  La  force  que  cette  petite  quantité  exerce 
sur  le  point  p  s  exprimera  par 

zk  dv 


où  /'  désigne  la  distance  entre  l'élément  dv  et  le  point  /?,  et  où  i  est 
une  constante  positive  ou  négative  suivant  que  la  force  est  attractive  ou 
répulsive.  Si,  de  plus,  on  représente  par  X,  Y,  Z  les  trois  composantes 
de  la  force  que  le  corps  entier  exerce  sur  /?,  on  a  l'équation 

,   .  d/X       dY        dZ  ,       j 

ou  kp  représente  la  densité  au  point  p,  valeur  qui  est  égale  a  zéro 
lorsque  p  se  trouve  en  dehors  du  corps. 

La  démonstration  de  ce  théorème  ne  présente  aucune  difficulté  dans 
le  cas  mentionné  en  dernier  lieu,  c'est-à-dire  lorsque  le  point  p  se 
trouve  en  dehors  du  corps,  et  que  tous  les  éléments  du  corps  ont  des 
distances  finies  à  ce  point.  Mais  si,  au  contraire,  p  se  trouve  au  dedans 
du  corps,  la  distance  r  devient  infiniment  petite  pour  les  éléments  avoi- 
sinants,  d'où  il  suit  que  les  expressions  qu'il  faut  intégrer  pour  déter- 
miner les  coefficients  différentiels  —  5  etc.,   deviennent  pour  ces  élé- 

Tome  ni  (2®  série).  —  Février   i8î8.  " 
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ments  inliiiiment  grandes;  et  c'est  de  là  que  s'élève  un  obstacle  qui 
rend  pour  ce  cas  la  démonstration  du  théorème  plus  difficile. 

Qu'il  me  soit  permis  de  communiquer  ici  une  démonstration  qui  est, 
je  crois,  nouvelle,  et  qui  me  semble  plus  simple  que  celles  que  je 
connais. 

Nous  supposerons  que  le  point  p  soit  éloigné  d'une  distance  finie 
de  la  surface  du  corps,  et  que  la  densité  k  change  seulement  peu  à 
j)eu  dans  l'intérieur  du  corps,  ou ,  s'il  y  a  des  changements  subits, 
qu'ils  se  fassent  si  loin  du  point  /?,  qu'on  puisse  construire  une  surface 
fermée  qui  entoure  ce  point  à  une  distance  finie,  et  dans  l'intérieur  de 
laquelle  la  densité  change  seulement  peu  à  peu.  La  partie  du  corps 
qui  est  hors  de  cette  surface  peut  être  négligée  dans  notre  démonstra- 
tion, parce  qu'elle  ne  peut  contribuer  en  rien  à  la  valeur  de  la  somme 
des  trois  coefficients  différentiels.  Pour  plus  de  simplicité,  soit  encore 
supposé  que  la  surface  du  corps  ait  une  telle  forme,  que  chaque  rayon 
vecteur  qui  sort  du  point  p  ne  la  coupe  qu'une  seule  fois.  Si  la  surface 
donnée  du  corps  ne  remplit  pas  cette  condition,  on  peut  construire  une 
nouvelle  surface  qui  la  remplisse. 

Commençons  maintenant  par  développer  les  expressions  des  com- 
posantes X,  Y,  Z. 

Consid'-rons  pour  cela  une  pyramide  infiniment  étroite  qui  ait  pour 
sommet  le  point  p,  et  pour  base  un  élément  r/w  de  la  surface  du  corps. 
Qu'une  partie  infiniment  compte  de  cette  pyramide,  limitée  par 
deux  surfaces  sphériques  ayant  le  centre  commun  p  et  les  rayons  r  et 
r-h  (Ir,  soit  prise  pour  l'élément  de  volume  dv.  Pour  déterminer  la 
grandeur  de  cet  élément,  désignons  par  R  la  longueur  du  rayon  vec- 
teur mené  de />  jusqu'à  l'élément  de  surface  r/w,  et  par  /  le  cosinus  de 
l'angle  que  ce  rayon  vecteur  forme  avec  la  normale  érigée  sur  r^w; 
alors  on  aura 

dv  =  —  id'jidr. 

La  quantité  de  l'agent  qui  se  trouve  dans  cet  élément  est  Av/t-,   et  la 
force  qu'elle  exerce  sur  p  est  égale  à 

t  k  dv  zfii    ,        , 

— —  =  ■^■.  df^at\ 
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et  par  suire  la  force  exercée  par  la  pyramide  entière  est  exprimée  par 

,    si    r^ 

(l'^^,   \      kdr. 


Il.sera  convenable  pour  ce  qui  va  suivre  d'introduire,  au  lieu  de  /-, 
une  autre  variable,  savoir  la  distance  de  l'élément  de  volume  rA»  à  l'élé- 
ment de  surface  du.  En  désignant  cette  distance  par  0,  on  a 

dr  =   —dp, 
kdr=  -j     kdp=    /      kdp, 

ce  qui  change  l'expression  ci-dessus  en 

^^w|^   (     kdp, 

ou  en 

du  êK, 

>>i  l'on  fait,  pour  abréger, 


(2)  ^=^  /      ^^P' 

t/n 


Soient  maintenant  a,  b,  c  les  cosinus  des  angles  que  forme  le  rayon 
vecteur  R  avec  les  axes  des  coordonnées  :  alors  les  trois  composantes 
de  la  force  exercée  parla  pyramide  infiniment  étroite  seront 

r/ws^K,     <f<w6éR,     duzclk, 

et  par  conséquent  les  composantes  cherchées  de  la  force  totale 

X  ^=  £   /  du  «K, 

(3)  \  Y  =  cJdubK, 

Z  =  s;  /  doi  cK. 


/ 
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Ces  trois  formules  doivent  être  différentiées,  la  première  par  rapport 
à  X,  la  seconde  par  rapport  à  j,  la  troisième  par  rapport  à  z.  Comme 
les  éléments  «-/u,  c'est-à-dire  les  éléments  de  la  surface  du  corps  aux- 
quels le  signe  /est  relatif,  sont  tout  à  fait  indépendants  des  coordon- 
nées x,j,  z  du  point  /?,  on  peut  différentier  sous  ce  sig^ne. 

Pour  effectuer  cette  différentiation,  on  peut,  pour  un  élément  donné 
d'^^,  considérer  la  quantité  R  [équation  (2)]  comme  une  fonction  de 
a,  h,  c  et  Vi  qui,  eux-mêmes,  sont  des  fonctions  de  x,jr,  z.  Car  si 
x\  y\  z'  sont  les  coordonnées  de  l'élément  de  volume  dv^  la  densité  k 
est  une  fonction  de  ces  variables;  mais  en  désignant  par  j5,  |,  Ç  les  coor- 
données de  l'élément  de  surface  d^^  on  a 

x'=c.  —  ap,     j'=r,—  bp,      z'=(^—e(j. 

Pcir  la  substitution  de  ces  valeurs,  k  devient  une  fonction  de  a.  b,  c 

et  p,  et  par  conséquent  l'intégrale   /      kdo  une  fonction  de  «,  h^  c  et 

R.  De  même,  si  a,  |S,  7  sont  les  cosinus  des  angles  que  la  normale  éri- 
gée en  dehors  du  corps  surc/u  forme  avec  les  axes  des  coordonnées,  le 
cosinus  i  est  déterminé  en  fonction  de  a^b  Qi  c  par  l'équation 


i  = 

aa->r  b^  + 

n- 

On 

peut  donc  écrire 

d 

■aK) 
dx       ~ 

d{aK)da 

d 

1 

(«R 

)db         d 

[aK)dc        d 

(«K 

)  dK 

da      dx 

1 

db 

dx^ 

de       dx 

dK 

dx 

— 

K—  -h  a 

dx 

/dK  da         dK  db 
'  \da  dx          db  dx 

dKde 

-+-  :7-  :r  + 

de   dx 

dK  dK' 
TÎK  di) 

Maintenant  on  a 

a  =  - 

X 

R    ' 

b 

R 

t  —  : 

■■) 

'       ^-      R 

s/(?- 

■X) 

^+(V7- 

-J}'  +  (Ç- 

-  Z)^ 

? 

d'où 

il  suit 

da 
1^' 

—  i-i-a'- 
~        R 

db 

= 

ab        de 

_  ae        f/R  _ 
~    R  "      'di' 

=   — 

a. 
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ce  qui  donne 

rl(aK)         —  i+flS.  a  dK        a'f     dK         jdK  dK\  ,r/K 


d.x  R  R  da         R   \      da  db  de  )  dR 

TA  •  I  .■  dib-^)       d[cK)  ,, 

Ues  expressions  analogues  ont  lieu  pour —!^ — ■  et  — -^ — -  et  Ion  trouve 
en  définitive 

IdX  r.  r—i-f-a'^  a  dK  a'f  dK  r  dK  dK\  ^  dK  \ 

dX  r,  r— n-é^_.  b  dK  b'  (  dK  ^     .dK   ,  ^K^  jr/K") 

1^^  J  L       ^  R  db  R   \  da  db  de  J  dR] 

I  dZ  r,  r— i-f-c\,  c  dK  c'  /  dK  ,  dK  dK\  ^dK\ 

Dans  la  somme  de  ces  trois  expressions,  la  plupart  des  termes  se 
détruisent  l'un  l'autre,  et  il  reste  seulement 

,^,  dX         dY         dZ  r^     (     ^        dK\ 

(5)  -r.^Ty-^T.  =  -'J'^''\''R^dRy 

D'après  l'équation  (2),  on  a 

Le  premier  de:  ces  deux  termes  se  réduit,  en  vertu  de  la  même  équa- 
tion (2),  à 

K 
Quant  au  second  terme,  on  sait  généralement  que 

il  faut  donc,  dans  notre  cas,  substituer  R  au  lieu  de  p  dans  la  formule 
qui  représente  la  densité  k  en  fonction  de  a,  b^  c  et  p.  Mais  alors  la 
formule  donne  cette  valeur  de  k  qui  correspond  au  point  p  et  qui  est 


dK  _ 

K 

.7r  "" 

-^R 
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désignée  jD.ir  kp,  en  sorte  qu'on  a 

Ainsi  le  coefficient  différentiel  -7^  sera  déterminé  par 

an 

et  y)ar  suite  de  cette  équation,  l'équation  (5)  deviendra 
clX        dY        dZ  /      r^      ' 

On  voit  aisément  que  le  produit  <^/w  —  n'est  autre  chose  que  l'é- 
lément de  surface  que  la  pyramide  infiniment  étroite  dont  nous  avons 
parlé  plus  haut  découpe  sur  une  sphère  construite  avec  le  rayon  i  au- 
tour du  point  p.  L'intégrale  représente  donc  l'aire  de  cette  surface 
sphérique,  c'est-à-dire  4^->  et  l'on  obtiendra 

dX       dY        dZ  ,      j 

—  -h-r-   H-  —  =  —  l^nskp.  C.    Q.    F.   D. 

dx         dy  dz  '^ 

Si  le  point  p  est  situé  infiniment  près  de  la  surface  du  corps,  les 
coefficients  différentiels —^ — -■>   etc.,   deviennent    infiniment    ojrands 

d.T  ^ 

pour  les  éléments  de  surface  les  plus  voisins,  et  dans  ce  cas  il  faut  faire 
usage  de  quelques  considérations  spéciales  pour  prouver  l'exactitude 
de  notre  équation,  et  de  même  dans  le  cas  où  la  densité  k  change  subi- 
tement tout  près  du  point  p.  Mais  je  ne  veux  pas  entrer  ici  dans  ces 
considérations,  pour  ne  pas  devenir  trop  long. 
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GÉNÉRALISATION  D'UNE  FORxMULE 

COWCEKIÏANT 

LES  SOMMES  DES  PUISSANCES  DES  DIVISEURS  D'UN  NOMBRE 
Par  m.    J     L10L\TLLE. 


Dans  mon    quatrième   article  sur   quelques  fonctions   numériques 
^inséré  au  cahier  de  décembre  1807},  j'ai  donné  la  formule  suivante 

où  Ç/j.  [m)  représente  généralement  la  somme  des  puissances  de  degré  a 
des  diviseurs  d  du  nombre  m  =  clâ-,  c'est  à  ces  diviseurs  d,  dont  i  et 
m  font  toujours  partie,  que  se  rapportent  les  sommes  indiquées.  Les 
exposants  ou  indices  ij.,  v,  t  sont  tout  à  fait  quelconques  :  on  pourrait 
même  les  prendre  imaginaires  et  par  suite  décomposer  en  deux  équa- 
tions distinctes  la  formule  que  nous  venons  d'écrire,  ce  qui  conduirait 
à  des  résultats  nouveaux  et  curieux. 
En  observant  que  l'on  a 

in   ^_,^\ni)  —  Çf^{m), 

on  peut  mettre   l'équation  (6)  sous  diverses  formes.    Déjà,   dans   la 
Note  citée,  je  lui  ai  donné  celle-ci  : 

(0         2  ^^"?>-^  (^)  ^-^  (^)  =  2  ^^^."-^  (^)  '^^  i°')- 

J'ajoute  aujourd'hui  la  suivante  : 
On  pourrait  même  poser 

(co)      ^d'~"  ^.^^{d)^,^,[ù)  =  ^d'~'  ^.^,{d)i;,^.[â)} 


64  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

mais  en  examinant  de  près  celte  dernière  formule,  on  voit  que,  mal- 
gré Ja  présence  d'un  nouvel  indice  arbitraire  p,  elle  n'est  pas  au  fond 
plus  générale  que  les  précédentes. 

On  obtiendra  comme  il  suit  un  résultat  beaucoup  plus  étendu  et 
applicable  à  des  fonctions  numériques  d'une  autre  nature  queÇy.  (/w), 
quoique  déduites  aussi  de  la  considération  des  puissances  des  diviseurs 
/^/du  nombre  m. 

Soient  J {m)  et  F  (m)  deux  fonctions  numériques  quelconques  de 
l'entier  m,  en  sorte  que  si  Ton  pose  successivement  m  =  i,  2,  3,..., 
on  ait  poury  (/«)et  F  (7/2)  des  valeurs  déterminéesy(i),/  (2),/'(  3),,-., 
F(i),  F  (2),  F  (3),...;  et  faisons 

Si  Ion  prenait  généralement  J  [mj=^  i,  la  fonction  X„  {ni)  se  rédui- 
rait a  ^,j,  [m],  mais  en  prenant  pour/ (/w)  d'autres  valeurs,  on  obtien- 
dra d'autres  fonctions  numériques  dont  la  considération  pourra  être 
utile.  Bornons-nous,  par  exemple,  aux  nombres  impairs,  et,  daiis  cette 
hypothèse,  prenons 

m  —  I 

J\m)=[-^)    =": 
il  s'ensuivra 


d 


Dans  le  cas  particulier  de  u.  =  o,  on  aura  donc  alors 
Xo(>)     ou     X(w)=2(-' 


d 


Or  cette  dernière  fonction  numérique  est  d'une  haute  importance; 
c'est  celle  qui  exprime  le  nombre  des  représentations  de  im  par  une 
somme  de  deux  carrés  impairs,  je  veux  dire  le  nombre  des  solutions 
de  l'équation 


2  m  =  X^  +  J^: 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  65 

ou  le  premier  membre  est  égal  au  double  de  l'entier  impair  donné  m 
et  où  X  et  j  sont  des  nombres  impairs  et  positifs,  deux  solutions  étant 
regardées  comme  différentes  quand  ^  et  ^  n'y  ont  pas  identiquement 
les  mêmes  valeurs.  J'espère  avoir  plus  tard  l'occasion  de  montrer  que 

la  fonction 

d—i 

où  l'exposant  p.  est  à  volonté,  se  présente  aussi  dans  les  applications. 
Revenons  à  nos  formules  générales 

X,  [d)  =  2  ^'7  (^0.      Z,  [m)  =  2  et  F  [cl). 

Les  fonctions 

X^.(m),     Z,,  (m), 

jouiront,  quelles  que  soient /(///)  et  F(//2),  d'un  grand  nombre  de 
propriétés.  Mais  je  ne  veux  ici  en  signaler  qu'une.  Cette  propriété  me 
semble  remarquable  en  ce  que  les  fonctions^  et  F  n'entrent  aucune- 
ment dans  l'équation  qui  l'exprime  :  les  fonctions  X  et  Z  y  figurent 
seules  avec  différents  indices. 

En  désignant  en  effet  par  y.  et  v  deux  quantités  quelconques,  en- 
tières ou  non,  positives  ou  négatives,  ou  même,  si  l'on  veut,  imagi- 
naires, on  a 

(A)  ^d"-''  X.,(d)Z,.[ù)  ^^'^f"^  Z.{d)\,,{r]. 

Le  second  membre  ne  diffère  du  premier  que  par  la  permutation  des 
deux  lettres  X  et  Z. 
Si  l'on  prenait 

f{m)  =  m',     F  (m)  =  m'', 

l'équation  (A)  se  changerait  dans  l'équation  donnée  plus  haut  entre 
les  fonctions  Ç  : 

(co)     ^d''~'^.^^^{d)^,^,{â)  =  '^d'~'^.^,(d)i;,^.{â). 

Tome  II]  (2*  série).  —  Février  i858.  9 
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Elle  n'est  en  effet  qu'une  généralisation  de  cette  formule  particulière. 
Il  est  aisé  de  vérifier  la  formule  (A)  en  prenant  pour  m  un  nombre 
premier  a.  Il  n'y  a  alors  que  deux  diviseurs  de  m,  savoir  i  et  a;  et  la 
valeur  commune  des  deux  membres  de  notre  formule  est 

fil)  F  (i)  (i  +  a''")  -+-  [y(i)  F  (a)  +  F  {i)J\a)]  a'\ 

Pour  m  =  rt^  la  valeur  commune  est 

/(,)F(i)(i+^'^-^-^a^-^--'0  +  [/(OF(«^)  +  F(,)/(«=^)]«^'" 

Enfin  pour  m  =  nh,  a  et  b  désignant  deux  nombres  premiers,  ce  qui 
donne  lieu  aux  quatre  divisenrs  d=  \,  a,  b,  ab,  c'est 

J[^)Y{l){^-ra-)[^-^b^--) 
+  n^[/(,)F(«)  +  F(i)/(«)]-4-Z.'"[/(i)F(Z;)-hF(i)/:è)] 
+  an^'[f{i)Y{ab)+F{i)J{ab)-^f{a)Y[b)-^V[a)f{b)] 
^^■"-■^^V(0F(^)+F(Oy(^)]+^"^'"-^l/(>)FW4-F(n/(a)]. 

On  pourrait  pousser  plus  loin  ces  vérifications  de  la  formule  (A)  et 
même  tirer  de  là  une  démonstration  complète  de  cette  formule.  Mais 
je  n'insiste  pas  sur  ce  sujet,  car  il  y  a  une  méthode  bien  plus  simple 
que  je  développerai  une  autre  fois,  et  qui  nous  conduira  très-rapide- 
ment à  la  formule  (A)  par  une  sorte  d'algorithme  régulier  et  général. 

Parmi  les  fonctions  X  et  Z  pour  lesquelles  on  a  la  formule  (A),  je 
mentionnerai  celles  qui  dépendent  du  signe 

(f) 

de  Legendre,  pris  avec  le  sens  étendu  que  lui  a  donné  Jacobi.  En  dé- 
signant par  k  un  nombre  entier  fixe,  positif  ou  négatif,  on  fera,  par 
exemple, 
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et  la  fonction 


IG)''^ 


qui  naîtra  de  cette  hypothèse,  sera  une  de  celles  qui  jouent  un  rôle 
dans  la  théorie  des  formes  quadratiques.  On  aura  une  autre  fonction 
non  moins  importante,  savoir 

en  prenant 


m 


Nous  renvoyons  pour  ce  qui  concerne  le  symbole 


(?) 


aux  articles  que  M.  Lebesgue  a  insérés  dans  ce  Journal  (i"^^  série,  t.  XII 
et  t.  XV).  Observons  pourtant  que,  comme  on  suppose  d'ordinaire,  en 
employant  ce  signe,  que  a  et  b  sont  premiers  entre  eux,  il  conviendra 

de  n'introduire  dans  (  —  j  et  dans  (  —  ]  que  des  nombres  m  premiers  à 


k;  les  diviseurs  ci  de  ces  nombres  seront  aussi  premiers  à  k.  Toutefois 
an  pourrait  admettre  des  nombres  m  quelconques,  et  supposer,  comme 
il  est  souvent  commode  de  le  faire, 


et 


(^) 


(t)  =  " 


quand  m  et  A  ne  sont  pas  premiers  entre  eux. 

On  peut  substituer  à  la  formule  (A)  une  autre  formule  équivalente 
et  qui  paraîtra  sans  doute  plus  simple.  Au  lieu  de  prendre,  comme  nous 
l'avons  fait, 

9- 
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prenons 

alors  au  lieu  de  la  formule  (A)  nous  aurons  la  formule 

(B)  ^X.  {d)  Z,  {â)  =  ^Z.{d)  X,  ((?). 

Nos  lecteurs  verront  sans  peine  comment  on  passe  de  notre  ancienne 
formule  à  celle-ci.  Toutes  deux  sont  commodes;  et,  suivant  les  cas,  on 
devra  employer  tantôt  l'une  et  tantôt  l'autre.  La  formule 

(B)  ';^xA^)z,{^)  =  l,^-^id)^,i^) 

a  l'avantage  d'être  débarrassée  non-seulement  des  fonctions  /  et  F^ 
mais  même  du  facteur  d'      ,  qui  entrait  dans  la  formule  (A). 
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SUR  IN  PROBLÈME  DE  MÉCÂNiQUE; 

Par  m.  J    LI0L\TLLE 


[Extrait  des  Additions  à  la  Connaissance  des  Temps  pour  1860.3 


Considérons  trois  points  matériels  m,  m' ,  m"  entre  lesquels  sexer- 
cent  des  attractions  réciproques  exprimées  par  des  fonctions  quel- 
conques des  distances;  et  admettons,  de  plus,  que  les  deux  points  m 
et  m"  soient  assujettis  à  rester  à  des  distances  constantes  du  point  m. 
Le  mouvement  des  deux  points  m'  et  m"  autour  du  point  m  présentera 
une  certaine  ressemblance  avec  celui  du  Soleil  et  de  la  Lune  autour 
de  la  Terre,  et  quoiqu'en  entrant  dans  le  détail  on  s'aperçoive  bien 
vite  que  l'analogie  dont  nous  parlons  est  moindre  qu'on  ne  l'aïuait 
cru  d'abord,  il  y  a  peut  être  quelque  intérêt  à  faire  voir  que  quand  le 
mouvement  des  trois  points  772,  m',  m"  s'effectue  dans  un  plan,  les  équa- 
tions différentielles  qui  le  déterminent  s'intègrent  par  de  simples  qua- 
dratures. >. 

Soit  O  le  centre  de  gravité  du  système  des  trois  masses  ///,  //i',  m". 
^Tenons  j)ar  ce  centre,  que  nous  pouvons  ici  regarder  comme  immo- 
bile, deux  axes  rectangulaires  fixes  Oo?,  O  j,  dont  le  plan  soit  celui 
où  nos  trois  points  se  meuvent;  désignons  par  a  çX  a'  les  distances 
constantes  mm\  ium'\  et  par  a,  a'  les  angles  que  ces  droites  font  avec 
l'axe  des  .r.  Si  les  coordonnées  du  point  m  sont  représentées  par  ce, 
y^  celles  des  points  iiï  et  m"  seront  respectivement 

a?  -H  rt  cosa,      y  -k-  a  sina, 
et 

X  H-  a' co'srj.' ^     J  -h  rt'sina'. 

L'origine  étant  au  centre  tie  gravité,  on  aura  donc 

[m  -h  m'  -h  m")  x  -i-  m' a  cosa  -r-  m"  a'  cosa'  =  o, 
[m  -h  m'  +  m")j-  -4-  i;i' a  sin  a  ■+■  m" a'  sin  7/  =  o. 
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On  tire  de  là  les  coordonnées  jr,  j  du  point  m  sous  la  forme 

X  =  A  cosa  +  A'  cosa', 
j-  =  A  sin  a  H-  A'  sin  a', 

A  et  A' étant  des  constantes,  savoir  : 

m'a  .,  m"  ^' 

A  = ; 7>  '  A 


m  -\-  m'  -+-  m"  m  -+-  m'  -\-  m" 

Par  suite,  les  coordonnées  du  point  m'  seront  : 

j:'  =  (A  +  a)  cosa  +  A'  cosa', 
j-'  =  (  A  -h  a)  sin  a  4-  A'  sina', 

et  celles  du  point  in'  seront  de  même  : 

x"  =  A  cosa  4-  (A'  H-  «')cosa', 
j"  =  A  sin  a  -h  (A'  H-  a')  sin  a'. 

Cela  étant,  la  force  vive 

m  —  ^,       ■+-  m' -—^ h  m   _, .   ' 

df  iW  dV 

s'exprimera  par 

E^^)  +2Fcos(a  _a)_-  +  G(^-j  , 

E,  F,  G  étant  des  constantes  dont  voici  les  valeurs  : 

E=  (m -h  m")  A'  +  m'  (A  +  fl)^ 

G  =  (m  4-  m')  A'^'  +  m!'  (A'  +  a'f, 
et 

F  =  mkk!  4-  m'A'  (A  4-  a)  -h  m" k  (A'  4-  a!). 
En  posant 

a!  =r  a  4-  /5, 

on  changera  celte  expression  de  la  force  vive  en  une  autre 

(E+  .Fcos^  +  G)(^")V  .(Fcosp  +  G)^»^^  +  G  [^)\ 

dans  laquelle  les  coefficients  ne  contiennent  plus  qu'une  seule  va- 
riable /3.  Or  c'est  aussi  de  cette  seule  variable  que  dépend  la  fonction 
des  forces.  En  effet,  les  distances  a,  a!  étant  constantes,  on  n'a  point  à 
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s'occuper  des  actions  mutuelles  de  m  et  m'  ei  de  m  et  m' ,  qui  se  font 
équilibre.  Les  seules  forces  dont  on  ait  à  tenir  compte  proviennent 
des  attractions  réciproques  de  m  et  m!'.  La  fonction  des  forces  ne  dé- 
pend donc  que  de  la  distance  m'm" ,  laquelle  étant  égale  à 


\/«^H-  a'-  —  lan'  cosj3, 


ne  dépend  elle-même  que  de  la  variable  /3. 

Actuellement  remarquons,  d'une  manière  générale,  que,  quand  dans 
une  question  de  Mécanique  il  arrive  ainsi  qu'il  n'entre  explicitement 
qu'une  seule  variable  [i  dans  les  coefficients  de  l'expression  de  la  force 
vive  ^t  dans  la  fonction  des  forces,  celles  des  équations  différentielles, 
formées  d'après  la  méthode  de  Lagrange,  où  la  dérivée  de  la  fonction 
des  forces  est  prise  par  rapport  aux  variables  autres  que  |3,  s'intègrent 
d'elles-mêmes,  en  sorte  qu'en  les  joignant  à  l'intégrale  des  forces  vives, 
on  peut  exprimer  la  différentielle  dv.,  etc.,  de  chaque  variable  et  celle 
dt  du  temps  par  des  expressions  de  la  formey  (|3)  d[i,  après  quoi  l'in- 
tégration s'achève  par  les  quadratures. 

Dans  le  problème  actuel,  en  désignant  par  0  (|S)  la  fonction  des 
forces  et  par  h  une  constante  arbitraire,  i'intégrale  des  forces  vives  est 

(E+.Fcosr.  +  G)(^')%.(Fcos^  +  G)l'l?.-G(^jy 

=  2  [9  (,3)  +  /,]. 

Les  principes  de  la  Mécanique  analytique  fournissent  d'ailleurs  deux 
équations  différentielles,  dont  je  transcris  la  première  seulement  : 

i[(E  -t-  2F  cosjS  +  G)  ^^  +  (F  cos,î  +  G)  ;^]  =  o. 

Je  n'ajoute  pas  la  seconde,  où  entrerait  la  dérivée  9'  [Ci)  de  la  fonction 
des  forces;  elle  nous  est  inutile,  car  celle  des  forces  vives  la  remplace. 
L'équation  différentielle  que  je  viens  d'écrire  s'intègre  d'elle-même 
et  donne 

(E  -H  2  F  cos/S  -f-  G)  ^  +  (F  cos/3  -i-  G)  ^  =  k, 

k  étant  une  constante  arbitraire. 

De  cette  intégrale  et  de  celle  des  forces  vives,  on  tirera,  en  résolvant 
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une  équation  du  second  degré,  les  valeurs  de 

dct        dH 


en  fonction  de  |S.  Soir  donc 
il  s'ensuivra  que 


Jt  '       dt 


dt 


avant  ensuite 


on  en  conclura 


et.  partant, 


_  Ç  ^P  . 


î  =  -(^)' 


^^-.r{l]^/5' 


ainsi  la  question  est  ramenée  aux  quadratures,  comme  nous  l'avions  dit. 
On  arriverait  au  même  résultat  en  se  servant  de  l'équation  aux  dif- 
férences partielles,  que  Jacobi  a  substituée  aux  équations  de  Lagrange. 
Une  solution  complète  de  cette  équation  fournit  toutes  les  intégrales. 
Or,  quand  il  n'entre  qu'une  seule  variable  |3  dans  la  fonction  des 
forces  et  dans  les  coefficients  de  l'expression  de  la  force  vive,  il  n'entre 
aussi  que  cette  variable  /3  dans  les  coefficients  de  l'équation  de  Jacobi, 
de  sorte  qu'on  en  a  facilement  une  solution  complète  en  égalant  à  des 
constantes  arbitraires  les  dérivées  autres  que  -jg  de  la  fonction  0  qu'elle 

contient,  et  en  prenant  pour  —  la  valeur  fonction  de  |3  que  l'équation 
fournit  ensuite  naturellement.  Après  quoi  tout  s'achève  par  une  qua- 
drature. 

J'î\i  cru  devoir  faire  ces  remarques  générales;  mais  il  faut  ajouter 
que  le  problème  particulier  dont  nous  venons  de  nous  occuper  n'exige 
en  lui-même  aucun  artifice.  11  nous  aurait  suffi  de  joindre  à  l'intégrale 
des  forces  vives  l'intégrale  que  fournit  le  principe  des  aires.  Cette  in- 
tégrale revient  à  celle  que  nous  avons  conclue  de  la  méthode  de  La- 
grange, et  par  conséquent,  on  en  aurait  déduit,  sans  aucun  secours 
étranger,  la  solution  de  notre  problème. 
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NOTE 


\\\->'vvxv\^v\'vw>v\%\'\\'Vvsvv%  -w\  v\.'V\\\\\'vv\'W»x.\^ w  x'vx vv^\^.\'V\^^.-<^\.^* wt\|\^'v\^'w^vv\v\'^.w^/vv\^l 


SUR 

LA  COURBURE  DE  LA  SECTION  FAITE  DANS  UNE  SURFACE 

PAR  UN  PLAN  TANGENT; 

Par  m.  de  LA  GOIIRNERIE, 

Ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées. 


1.  La  section  d'une  surface  par  un  plan  normal  en  un  point,  et 
contenant  une  des  deux  asymptotes  de  l'indicatrice  de  ce  point,  a  un 
rayon  de  courbure  infini.  Le  théorème  de  Meunier  montre  que  le 
rayon  de  courbure  reste  infini  quand  le  plan  s'incline  sur  la  surface, 
mais  il  n'apprend  rien  pour  la  section  par  le  plan  tangent,  parce  que 
le  cosinus  de  l'angle  du  plan  avec  la  normale  devenant  nul,  le  produit 
par  le  rayon  se  présente  sous  une  forme  indéterminée. 

Quelques  auteurs  ont  cru  que  la  section  par  le  plan  tangent  avait  un 
rayon  de  courbure  infini,  mais  c'est  une  erreur  qu'on  peut  constater 
en  quelques  minutes  par  la  construction  d'une  courbe  de  ce  genre.  En 
réalité  la  section  tangente  n  a  généralement  qu'un  contact  du  premier 
ordre  avec  les  asymptotes  de  l'indicatrice;  le  contact  peut  sans  doute 
s'élever  accidentellement  à  un  degré  quelconque  ,  mais  celui  des  autres 
sections  le  dépasse  toujours  d'une  unité,  comme  nous  allons  le  re- 
coimaître. 


*I.   L'équation  d'un  plan  passant  par  une  asymptote  de  l'indicatrice 


est 


(i)  (p-a){jc'-~a:)-h  [q-^'^){f  -j)  -  (s' -  z)  =  o, 

x' ,  j',  z'  sont  les  coordonnées  variables  : 
oc,  y.  z  celles  du  point  considéré  sur  la  siirfiace; 
^,  q,  I,  s...  les  dérivées  partielles  des  différents  ordres  de  la  fonction  z 
donnée  par  1  équation  de  la  surface; 
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a  est  !a  tangente  de  langle  que  la  projection  horizontale  de  l'asymptote 
de  l'indicatrice  fait  avec  l'axe  des  abscisses.  On  a 
(^•\  i  a-  —  2  5  a  +  7'  =  o . 

Enfin  a  est  une  constante  qui  achevé  de  déterminer  la  position  du 
pian.  Quand  a  est  nul,  le  plan  est  tangent. 

L'équation  (i)  représentera  la  courbe  d'intersection  si  nous  y  consi- 
dérons z'  comme  une  fonction  de  x'  et  de  j'  donnée  par  l'équation  de  la 
surface  :  alors  en  la  différentiant  deux  fois  nous  aurons 

{<s'-<i-l)%  +  <'p'-f +-'')  =  ''■ 

En  égalant  x',  f  et  z'  à  .r,  j  et  r,  les  dérivées  p\  q',  r' .  .  .  dexien- 
neiît  o,  q.  r. .  .  .  :  — ^est  a,  et  le  second  terme  de  l'équation  (3)  s'anéantit 
^n  vertu  de  l'équation  (a.  Par  conséquent  ^^  est  nul,  et  la  courbe  a 
un  contact  du  second  ordre  avec  l'asymptote  de  l'indicatrice. 

d-r' 
3.  Si  cependant  le  plan  était  tangent,  a  serait  nul  et  la  dérivée  ^^. 

se  présenterait  sous  une  forme  indéterminée.  Pour  avoir  sa  valeur,  il 
faut  différentier  l'équation  (3)  en  l'y  considérant  comme  constante.  On 
trouve 

En  faisant  jc',  y'  et  z'  égaux  à  jr,  /•  et  z,  on  aura  pour  la  section  tan- 

d}  >' 
gente  la  valeur  de  Vtj'  et  on  pourra  calculer  le  ravon  de  courbure  de 

la  projection  horizontale  de  la  courbe,  ou  de  la  courbe  elle-même,  si 
on  a  pris  le  plan  de  projection  parallèle  au  plan  tangent.  Ce  ravon  de 
courbure  dépend  des  dérivées  partielles  du  troisième  ordre,  et  par  con- 
séquent ne  peut  pas  être  déterminé  quand  ou  connaît  seulement  les 
rayons  de  courbure  des  sections  principales. 
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4.  Si  l'on  avait 
(5)  t^a^ -f- 3îva^  +  3M/a-4- M  =  o, 

la  valeur  de  ^  donnée  par  l'équation  (/j)  pour  le  point  considéré  se- 
rait nulle,  et  la  section  tangente  aurait  un  contact  du  second  ordre  avec 
l'asymptote  de  l'uidicatrice,  mais  alors  la  section  quelconque  représen- 
tée par  l'équation  (i)  aurait  un  contact  du  troisième  ordre.  Si  en  effet  on 
différentie  l'équation  (3  ,  on  aura  le  premier  membre  de  l'équation  (4), 

(V-  >-' 
augmenté  du  terme  que  donne  la  différentiation  de  -^^i 


(6) 


=  o, 


En  égalant^',  j' et  z'  à  x,  jet  z,  le  dernier  terme  disparaît  en  vertu  de 
l'équation  (5),  et  le  second  parce  que  -j-^,  est  nul.  Comme  d'ailleurs  il 
s'agit  d'une  section  quelconque  pour  laquelle  a  n'est  pas  nul,  on  voit 
que  -j-fi  l'est,  et  que  le  contact  s'élève  au  troisième  ordre. 

Si  le  plan  était  tangent,  la  dérivée  ^  se  présenterait  sous  une  forme 

indéterminée,  et  en  cherchant  sa  valeur  on   trouverait  une  expression 
qui  en  général  n'est  pas  nulle,  mais  qui  peut  le  devenir  accidentelle- 

r/'  y' 
ment,  et  alors  on  reconnaîtrait  que  -—  serait  nul  pour  les  autres  sec- 
tions. On  pourrait  remonter  ainsi  de  degré  en  degré. 

5.   La  manière  dont  les  calculs  se  présentent  montre  que  la  loi  est 
générale,  toutefois  on  peut  le  prouver  régulièrement. 
En  différentiant  n  fois  l'équation  (i)  on  obtient 

Nous  représentons  par  A  (/<  —  2 1)  une  série  de  termes  qui  con 

(ln—2y'    rfn— y'  ,,    d-y'     ,  , 

tiennent  en  facteur  les  dérivées -r-r^,>  TTr-r'  •  •  jusqu  a  -frr  L  expres- 


10.. 


76  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

si  on  de  Z'„  est 

,„,    _  d-7!  Idy'Y  _Jl^___  i^^yX''    ,     n^n-x)         d"z^         ("^Y"'. 

Supposons  maintenant  que  la  loi  que  nous  avons  indiquée  soit  satis- 
faite jusqu'au  degré  n,  c  est-à-dire  que  l'asymptote  de  l'indicatrice  ait 
un  contact  du  degré  n  —  i  avec  la  section  tangente  et  un  contact  du 
degré  n  avec  une  section  quelconque.  En  égalant  dans  l'équation  (7) 
x',  f  et  z'  à  or,  jr  et  2,  toutes  les  dérivées  depuis  le  second  degré  jus- 
qu'au degré  n  —  i  seront  nulles.  Celle  du  degré  n  le  sera  aussi  quand 
a  ne  sera  pas  égal  à  zéro;  Z„+,  sera  donc  nul. 

Si  le  plan  est  tangent,  '-j^  se  présente  sous  une  (orme  indéterminée; 

pour  avoir  sa  valeur,  il  faut  différentier  l'équation  (7),  en  y  considé- 
rant cette  dérivée  comme  constante.  On  a 

(9)       («  +  ')(•*'  %>  +  '■')  ^«  +  A,  (a^  -  I  .  .  .  .  .  2)  +  Z'„,,  =  o ; 

La  différentielle  complète  de  l'équation  (7)  est 

(  +  Z'„^,  =  o. 

Faisant  dans  les  équations  (9)  et  (10)  Jt',  j'  et  z'  égaux  à  jo,  j  et  z, 
on  trouve  pour  la  section  tangente 

(Il)  '^^    - 


dx'"  («  +  i)  [sc/.-hr) 

et  pour  la  section  quelconque  non  tangente 

(•2)  d^^^=-a^-^^' 

d"  y' 

On  voit  que  la  condition  Z„+,  =  o,  qui  rendrait  nul  —^  dans  l'é- 
quation (11)  et  élèverait  par  conséquent  au  degré  n  le  contact  de  l'a- 
symptote  de  l'indicatrice  avec  la  section  tangente,   anéantirait    .  ,„^, 
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dans  l'équation  (l'i)  et  porterait  au  degré  n -h  i   le  contact  de  cette 
droite  avec  une  section  quelconque. 

G.  Nous  avons  toujours  implicitement  supposé  que  le  binôme  sa.-h  r 
n'était  pas  nul.  Dans  le  cas  contraire,  les  racines  de  l'équation  [1)  se- 
raient égales,  et  les  deux  asymptotes  de  l'indicatrice  seraient  confon- 
dues en  une  seule.   Alors  si  le  second  terme  de  l'équation  (4)  n'était 

d^  y' 

pas  nul,  la  valeur  de  -~  poiu'   la   section   tangente  serait   infinie,  et 

cette  section  aurait  un  rebroussement.  Cette  circonstance  se  présente 
notamment  quand  la  méridienne  d'une  surface  de  révolution  a  une 
inflexion  dont  la  tangente  n'est  pas  perpendiculaire  à  l'axe  \fi^-  1). 

flo.    I. 


d^r' 


Mais  si  l'équation  (5)  est  satisfaite,  la  valeur  de  -V77'  donnée  par 
l'équation  (4)  pour  la  section  tangente,  se  présentera  sous  une  forme 

'P  y' 

-7-f-  comme  constant,  on 

dx  ■  f 


indéterminée.  Différentiant  en  considérant  '^ 


trouve 


i'^)H¥'' 


iv 


w 


d/y- 

\  dx' 


+  2{w'  ^ui')%,  +  {m'-^iL'\ 


d.r' 


^^■+3Z,  =  o. 


r/'  y' 

Cette  équation  donnera  pour  — ^  deux  valeurs  qui  feront  connaître 

les  rayons  de  courbure  des  projections  de  deux  arcs  tangents  l'un  à 
l'autre  qui  dans  ce  cas  composent  la  courbe. 

D'ailleurs  l'équation  (5),  qui  pourrait  être  écrite  Z3  =0,  montre 
que  les  sections  non  tangentes  ont  alors  un  contact  du  troisième  ordre 
avec  l'asymptote  de  l'indicatrice,  de  sorte  qu'il  y  a  une  différence  de 
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2  degrés.  Mais  si  Ton  observe  que  l'asvmptote  EF  a  deux  contacts  du 


premier  ordre,  on  reconnaîtra  que  la  loi  convenablement  interprétée 
se  véri6e  encore  dans  ce  cas-ci. 

7.  Quelques  raisonnements  géométriques  très-simples  aideront  à 
comprendre  ce  qui  précède. 

Considérons  la  courbe  à  nœud,  section  de  la  surflice  par  son  plan 
tancent;  elle  divise  la  surface  en  parties  qui  se  réunissent  angulaire- 

FiG.  3. 


c\\      +      / 


ment  au  point  de  contact  M.  Les  unes  sont  au-dessus  du  plan  tangent, 
les  autres  au-dessous  :  elles  sont  distinguées  par  les  signes  -h  et  — . 
Si  une  asymptote  AB  de  l'indicatrice  ne  traverse  pas  la  branche  de 
courbe  qu'elle  touche,  elle  aura  avec  elle  un  contact  d'un  ordre  im- 
pair, et  alors  on  voit  que  la  section  de  la  surface  par  le  plan  normal 
s'étendra  d'un  coté  au-dessus  du  plan  tangent,  et  de  l'autre  au-des- 
sous, et,  par  suite,  qu'elle  aura  avec  elle  un  contact  d'un  ordre  pair. 
Linverse  aurait  lieu  pour  l'asymptote  CD  qui  traverse  la  courbe. 

Si  la  section  par  le  plan  tangent  est  formée  de  deux  arcs  ayant  un 
contact  du  premier  ordre  avec  une  droite  EF  (T^g^.  ^),  asymptote 
unique  de  l'indicatrice,  il  est  évident  que  la  section  normale  faite  par 
cette  ligne  a  un  contact  d'un  degré  impair  avec  la  surface. 
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LA  SURFACE  LIEU  DES  CENTRES  DE  COURBURE  PRI^XIPAUX 
D'UNE  SURFACE  COURBE; 

Par  m.  a  -h    CLRTIS. 


Il  a  été  démontré  par  Monge  que  toutes  les  normales  à  une  surface 
le  long  de  chacune  de  ses  lignes  de  courbure  engendrent  une  surface 
développabîe,  dont  l'arête  de  rebroussement  est  luie  géodésique  sur 
celle  des  deux  nappes  de  la  surface  des  centres  qui  contient  les  centres 
de  courbure  principaux  correspondants,  et  que  cette  surface  dévelop- 
pabîe touche  la  seconde  nappe  de  la  surface  des  centres  le  long  d'iuie 
courbe  continue. 

Il  est  évident,  à  priori,  que  toutes  les  géodésiques  sur  l'une  ou  l'autre 
nappe  de  la  surface  des  centres  qui  sont  engendrées  de  cette  manière 
doivent  posséder  quelque  propriété  en  commun,  et  qu'il  en  est  de 
même  des  courbes  de  contact  de  chacune  des  nappes  avec  les  déve-^ 
loppables  engendrées  par  les  normales  le  long  des  lignes  de  courbure 
du  système  non  correspondant. 

Avant  de  rechercher  comment  ces  propriétés  peuvent  être  obtenues 
en  général,  j'examinerai  quelle  est  leur  nature  dans  le  cas  particulier 
où  la  surface  des  centres  consiste  en  un  ellipsoïde  et  en  un  hyperbo- 
loïde  confocal.  Que  deux  surfaces  de  cette  nature  puissent  devenir  les 
deux  nappes  d'une  surface  des  centres,  c'est  ce  qui  est  bien  connu  et 
est  évident  par  le  fait  que,  si  par  une  ligne  tangente  quelconque  aux 
deux  surfaces  on  tire  les  deux  plans  tangents,  ils  seront  à  angle 
droit,  et  cela,  comme  le  démontre  Morîge,  est  la  seule  condition  de- 
mandée. 

La  condition  existante  parmi  les  géodésiques  dont  nous  nous  occu- 
pons dans  le  cas  actuel,  est  celle-ci.  Si  leurs  équations  sont  écrites  sous 
la  forme  connue 

[x^  ces-  i  -+-  v^  sin^  /  =  K% 
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la  constante  du  second  membre  est  la  même  pour  le  système  tout 
entier.  La  même  remarque  s'applique  à  leurs  équations,  si  elles  sont 
écrites  sous  la  forme 

PD  =  K'% 

car  les  constantes  R,  K'  sont  dans  un  tel  rapport,  que  l'une  étant 
donnée,  l'autre  peut  être  déterminée. 

Afin  de  prouver  ce  théorème,  je  ferai  usage  de  l'équation  du  cône 
qui  est  circonscrit  à  une  surface  donnée  du  second  degré,  et  dont  le 
sommet  est  à  un  point  donné.  Cette  équation  a  été  obtenue  pour  la 
première  fois  par  M.  Mac-Cullagh,  et  peut  être  établie  par  des  méthodes 

diverses. 

La  surface  à  laquelle  le  cône  est  circonscrit  étant  l'hyperboloïde, 
réquation  dont  nous  venons  de  parler  est  la  suivante  : 


p-—l^l 


où  û,  a,  V  sont  les  coordonnées  elliptiques  du  sommet  du  cône;  /, .  i.., 
i  sont  les  angles  qu'une  arête  quelconque  du  cône  fait  avec  les  normales 
aux  trois  confocales  dont  les  demi  grands  axes  sont  p,  a,  v;  et  p,o  ^f^t  le 
demi  grand  axe  de  l'hyperboloïde.  Pour  trouver  ks  arêtes  de  ce  cône, 
arêtes  qui  sont  des  lignes  tangentes  à  l'ellipsoïde  (p)  ainsi  qu'à  l'hyper- 
boloïde (|J.o)j  il  fa^^"^  substituer  90  degrés  a  i,,  et  l'on  obtiendra  comme 
équation  du  système  de  géodésiques 

iuL"  cos-  73  4-  V'  cor>-  /o  =  p-l, 
ou 

u.'^  cos-  i-i  -+-  V-  sin-  /'s  =  /J.f,, 

ce  qui,  non-seulement  établit  le  théorème  énoncé  plus  haut,  mais 
montre  aussi  que  la  signification  géométrique  de  la  constante  R  dans 
l'équation  de  la  classe  des  géodésiques  sur  l'une  ou  l'autie  nappe  de  la 
surface  des  centres  est  la  moitié  du  grand  axe  de  l'autre  nappe. 

Pour  trouver  quel  rapport  unit  les  courbes  de  contact  des  dévelop- 
pables  dont  on  a  déjà  parlé,  suppose/  que  AB,  Bb  soient  deux  élé- 
ments consécutifs  d'une  des  géodésiques  que  nous  avons  examinées 
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ci -dessus  et  qui  sont  situées  par  hypothèse  sur  l'ellipsoïde  :  soient  D 


et  E  les  points  où  ces  éléments  prolongés  touchent  l'hyperboloïde. 
Comme  il  a  déjà  été  dit,  on  a 


P,D,  =  K2 


1 1 


où  P<  est  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  du  système  confocal 
sur  le  plan  BDE,  qui  est  un  plan  tangent  à  l'hyperboloïde;  D,  est  le 
demi-diamètre  de  l'hyperboloïde  parallèle  à  AB;  et  R,  est  une  con- 
stante. Or,  comme  DE  est  la  tangente  conjuguée  à  AD,  si  0^  est  le 
diamètre  de  l'hyperboloïde  parallèle  à  DE,  et  si  l'angle  BDE  est  dé- 
signé par  d,  nous  aurons 

K,  o'  sin  9  =  V,  D,  â  sin  9  =  une  constante, 

cette  constante  étant  le  volume  du  paraliélipipède  formé  avec  les  demi- 
axes  de  l'hyperboloïde.  Mais  Rj  est  invariable  aussi  longtemps  que  D, 
est  parallèle  à  quelque  ligne  tangente  à  l'ellipsoïde  et  à  l'hyperboloïde, 
et  par  conséquent  l'équation  de  cette  seconde  classe  de  courbes  est 

à  sin  S  =:  h, 

k  étant  une  constante  qui  est  la  même  pour  le  système  tout  entier. 

Ce  résultat  peut  être  réduit  à  une  forme  géométrique  comme  il  suit. 
Si  y  est  le  rayon  de  courbure  de  la  section  normale  passant  par  un 
élément  d  une  quelconque  des  courbes  de  cette  classe,  nous  avons 

et  par  suite 

yP,  sin^^  =  ^-. 

Mais  7  sin^  6  est  la  distance  du  point  D  au  point  de  la  normale  en  D 
qui  est  le  plus  rapproché  de  la  normale  en  E,  et  conséquemment,  en 
désignant  cette  distance  par  A,  nous  obtenons 

PA  =  A^ 

A  varie  donc  en  raison  inverse  de  P. 

Tome  III  (2«  série).  —  Mars  i858.  I  * 
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On  bien,  connue  P  varie  en  raison  inverse  de  la  portion  de  la  nor- 
male interceptée  entre  D  et  un  quelconque  des  plans  principaux,  si 
cette  dernière  ligne  est  représentée  par  N,  nous  appienons  que,  pour 
toute  cette  classe  de  courbes,  le  rapport  de  A  à  N  est  invariable. 

La  méthode  précédente  peut  être  aisément  étendue  de  manière  à 
devenir  applicable  à  la  détermination  de  la  propriété  générale  qui  ap- 
partient à  chacune  des  classes  de  courbes  déjà  mentionnées  dans  tous 
les  cas  où  la  surface  des  centres  consiste  en  deux  superficies  distinctes. 

Afin  de  déterminer  l'équation  commune  du  système  géodésique, 
supposez  que  les  équations  des  deux  superficies  soient 

(il  L  =  o, 

(2)  L'=o; 

alors,  en  désignant  par  x',  j',  z'  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque de  la  surface  représentée  par  l'équation  (2),  formez  l'équation 
du  cône  dont  le  sommet  est  en  ce  point  et  qui  est  circonscrit  à  la  sur- 
face (i).  Cela  peut  se  faire  par  la  méthode  donnée  par  M.  Salmon  [*], 
laquelle  est  une  extension  de  la  méthode  de  M.  Joachimstal  pour  ob- 
tenir l'équation  des  lignes  tangentes  menées  d'un  point  à  une  courbe 
plane  quelconque.  L'équation  de  ce  cône  sera  de  la  forme 

F  [x',  /,  z',  œ  -  x".  f-  y,  f-f  -.z-  z')  =  o, 

et  comme  x  —  x' ,  J  —  j' ■>  z—z'  sont  proportionnels  aux  cosinus 
des  angles  qu'un  élément  des  géodésiques  du  système  dont  nous  par- 
lons fait  avec  les  axes  de  coordonnées,  nous  en  concluons  l'équation 

F  [x\  f  ;  z' ,  dx'  :  dy' ,  dj'  '.  dz'  )  =  o. 

Cette  équation,  combinée  avec  l'équation  (2),  déterminera  complète- 
ment le  système  des  géodésiques  sur  la  surface  représentée  par  l'équa- 
tion (2),  tandis  que  les  mêmes  résultats,  mutatis  mutandis,  sont  appli- 
cables à  la  classe  semblable  de  géodésiques  tracées  sur  la  surface  re- 
présentée par  l'équation  (i). 


Dans  les  Transactions  de  l'Académie  Royale  irlandaise,  vol.  XXIII. 
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L'équation  commune  au  système  conjugué  peut  être  obtenue  avec 
la  même  facilité.  Supposez  que  AB,  Bh  soient  deux  éléments  d'une  des 
géodésiques  dont  nous  venons  de  parler,  sur  la  surface  représentée  par 
l'équation  (i),  et  que  D  et  E  soient  les  points  de  contact  de  ces  élé- 
ments prolongés  avec  la  surface  représentée  par  l'équation  (  u).  Que  les 
coordonnées  de  A  et  de  D  soient  .r,  j,  z,  x\  y\  z';  les  coordonnées 
doivent  alors  remplir  les  deux  conditions  suivantes  : 

(3^  '^f^^_^')4.  'î^f  r-/)-t-  ~(z- z')--o, 

^  dx  '  dy     ^  ■'    '  dz  ^ 

^■^^  ^^^-^  -  -^'^  -^  JJ--^—^'^  "^  ^^^  ~  ^')  ="  ''• 

Mais,  tandis  que  jc,  jr^  z  décrit  l'élément  AB,  x\  y\  z'  décrit  DE,  qui 
est  un  élément  d'une  courbe  de  la  classe  dont  nous  cherchons  l'équa- 
tion ;  il  faut  donc  différentier  les  équations  (3  )  et  (4)  d'après  la  sup- 
position que  X.  y,  z,  x\  j' ,  z'  sont  variables,  et  alors,  ayant  substitué 
}.  (:r  —  x'),  X  [j  —  y'),  X  (z  —  z')  à  doc^  dy,  dz,  éliminer  À,  jc,  y^  z 
entre  les  équations  ainsi  obtenues,  et  les  équations  (i),  (3),  (4)-  Le 
résultat  sera  l'équation  requise,  laquelle,  avec  l'équation  (2),  définit  la 
seconde  classe  des  courbes  qui  forment  le  sujet  de  ce  Mémoire 


II,. 
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DÉMONSTRATION  D'UN  THÉORÈME 

SUR 

LtS  NOMRRES  PREMIERS  DE  LA  FORME  8  p.  +  3; 
Par  m    J    LIOUVILLE 


11  s'agit  d'un  théorème  dont  j'ai  déjà  donné  l'énoncé  dans  ce  journal, 
à  savoir  que  le  double  diin  nombre  premier  de  la  forme  8p.  -H  3  s'ex- 
prime toujours  par  la  somme  d'un  carré  et  du  produit  dun  autre  carrée 
par  un  nombre  premier  de  la  forme  8v  +  5.  Ainsi,  pour  prendre  les 
exemples  les  plus  simples,  on  a 

2.3=  i^-f-5.i%      2. II  =3^+  i3.i^ 

La  méthode  qui  m'a  conduit  à  ce  théorème  (méthode  que  j'ai  em- 
pruntée à  un  Mémoire  de  M.  Bouniakowsky)  repose  sur  un  lemme, 
concernant  la  somme  des  diviseurs  d'un  nombre,  dont  il  faut  d'abord 
dire  un  mot. 

Soit 

m^i'.a""-  b!^...c^ 

un  nombre  entier  décomposé  en  ses  facteurs  premiers,  et  qui  peut  d'ail- 
leurs être  pair  ou  impair,  s  se  réduisant  à  zéro  dans  ce  dernier  cas.  La 
somme  /m,  ou  ^,  (m),  des  diviseurs  de  ce  nombre  est  égale  au  produit 

(  1+ 2  +  2' +...  +  2^)([  +  «  +  «"  +  ...  + Cf'^)(l  -f-/^ +  /:>'+  ...H-//')..., 

dont  le  premier  facteur  est  évidemment  toujours  impair.  Quant  aux 
autres  facteurs,  il  est  clair  que  comme  a^  b,  ...,  c  sont  impairs,  ils  se- 
ront tous  impairs  si  les  exposants  a,  |3,  ...  7  sont  tous  pairs,  mais  que 
si  un  de  ces  exposants  est  pair,  le  facteur  correspondant  sera  hii-mème 
pair.  On  voit  donc  que  la  valeur  de  Ç,  (m  )  ne  peut  être  impaire  que 
quand  m  est  de  la  forme  i\k^,  c'est-à-dire  que  quand  m  est  un  carré 
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ou  le  double  d'un  carré.  Cette  condition  est  à  la  fois  nécessaire  et  suf- 
fisante. 

Cherchons  maintenant  dans  quel  cas  la  valeur  de  Ç,  (772)  est  simple- 
ment paire,  c'est-à-dire  est  de  la  forme  afSjû  +  1).  Il  faut  évidemment 
pour  cela  que  l'un  des  exposants  a,  |S,  ...,  y,  par  exemple  a,  soit  impair, 
que  tous  les  autres  soient  pairs,  et  que  de  plus  le  facteur  i-\-  a-h...-i-  a^ , 
correspondant  à  l'exposant  impair  a,  soit  lui-même  simplement  pair. 
Or  cela  ne  peut  jamais  avoir  lieu  si  a  est  de  la  forme  4^  +  3,  car  alors 
1  -h  <7,  j  -\-  a  -h  a^  -h  a^,  etc.,  sont  évidemment  des  multiples  de  4; 
ainsi  a  doit  être  de  la  forme  ql  -\-  1  ;  ajoutons  que  l'exposant  a  doit 
être  aussi  de  la  forme  l\l-h  1,  et  concluons  enfin  que  Çi[m)  est  un 
nombre  simplement  pair,  sous  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
que  m  soit  le  produit  d'un  nombre  premier  4Xh-  i,  élevé  à  la  puis- 
sance I  ou  4^  "+"  '?  P^^  ^^"  carré  ou  par  le  double  d'un  carré  que  le 
nombre  premier  4>-t-  i  d'abord  employé  ne  divise  pas. 

On  exprimerait  une  condition  nécessaire,  mais  non  plus  suffisante, 
en  disant  que  Ç,  {m)  ne  peut  avoir  une  valeur  simplement  paire  que 
quand  m  est  le  produit  d'un  carré  ou  du  double  d'un  carré  par  un 
nombre  premier  de  la  forme  /4I  -h  i . 

L'alternative  à  propos  du  facteur  1  n'existe  plus  quand  le  nombre  iti 
est  impair.  Alors,  pour  que  ^,  (/7t  soit  un  nombre  simplement  pair,  il  faut 
et  il  suffit  que  m  soit  le  produit  d'un  carré  par  la  puissance  i  ou  4/-^  i 
d'un  nombre  premier  4^+  i  qi'i  n^^  divise  pas  ce  carré;  il  faut,  par 
conséquent,  mais  il  ne  suffit  pas  que  m  soit  le  produit  d'un  carré  par 
un  nombre  premier  4^ -H-  '  • 

Cela  posé,  je  me  sers  de  la  formule  suivante,  qui  est  connue  ou  facile 
à  déduire  de  théorèmes  connus,  et  où  Ç,  [m]  continue  à  désigner  la 
somme  des  diviseurs  de  777,  tandis  que  Ç3  ''777)  représente  la  somme  de 
leurs  cubes: 

Ç3(/n)  =  !:,(i)i;,  (2w-i)-i-î:,(3)î;,  (2/«-3)4-î:,(5)ç,(2w  — 5)-t-...4-î;.(2w-  i)ç,(i). 

Le  nombre  777  est  impair;  le  premier  membre  Ç3  [m)  est,  je  le  répète, 
la  somme  des  cubes  des  diviseurs  de  772,  et  dans  le  terme  général  du 
second  membre, 

Ç,  («)Ç,  (>77i  —  77), 
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?i  est  aussi  impair  et  varie  de  i  a  im—  \.  Comme  on  a 

-iin^n  -^[im  —  n). 

et  comme  on  sait  que  Ç,  [n]  est  le  nombre  des  décompositions  de 
4w  en  une  somme  de  quatre  carrés  impairs,  il  est  visible  que  notre 
formule  exprime  cette  vérité  connue,  que  'Ç^[m)  est  le  nombre  des 
décompositions  de  8m  en  une  somme  de  huit  carrés  impairs. 

De  cette  formule,  on  tire,  en  groupant  les  termes  à  égale  distance 
des  extrêmes  : 

irç.(;„)_^,(w)']  =  i,(il?,(2m— 1)4- ç,f3)Ç,(2/«  —  3) -+-...+  ?,(/« +  !)<;,  (w—i). 

Admettons  que  a  m  ne  puisse  pas  être  la  somme  de  deux  carrés,  ce 
qui  sera  certainement  vrai  si  m  est  un  nombre  premier  p  de  la  forme 
8a  -T-  3;  alors  dans  le  terme  général 

Ç,  («)Ç,  [im  —  n), 

ji  et  lin  —  n  ne  pourront  pas  être  à  la  fois  des  carrés,  ni,  par  suite, 
les  deux  facteurs  Ç,  [n)  et  Ç,  [im  —  n\  être  à  la  fois  impairs. 

Ce  terme  général  sera  donc  un  nombre  pair.  Mais  il  faudra  que  pour 
certaines  valeurs  de  n  on  le  trouve  simplement  pair,  si  le  premier 
membre 

de  notre  équation  est  lui-même  simplement  pair.  On  voit  même  qu'il 
faudra  que  le  nombre  des  termes  simplement  pairs  de  la  suite 

Ç,(i):,(2m-  i)-^r,  (3)Ç,  (am-  3^  +  ...  +Ç,  (m-}-  i)?,  [m-  i) 
soit  lui-même  impair.  Or  pour  que  le  produit 

Ç,  i  /z)  'Ç^  {"iin  —  n) 

.soit  simplement  pair,  il  faut  que  l'un  des  facteurs  Ç,  («),  Ç,  {rtm  —  n) 
soit  suiiplement  pair  et  que  l'autre  soit  impair.  Il  faut  donc  que  des 
deux  nombres  impairs,  n  et  im  —  /z,  lun  soit  un  carré  et  1  autre  le 
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produit  d'jin  carré  par  la  puissance  i  ou  4^-+-  '  d'un  facteur  pre- 
mier de  la  forme  4^  +  i  qui  ne  divise  pas  ce  carré. 

Les  deux  conditions  que  nous  exigeons,  à  savoir  que  a  m  ne  puisse 
pas  être  la  somme  de  deux  carrés,  et  que 

soit  un  nombre  simplement  pair,  sont  remplies  en  prenant  pour  m  un 
nombre  premier  p  de  la  forme  8[Jl  +  3.  Cela  est  évident  pour  la  pre- 
mière condition  et  le  devient  pour  la  seconde,  en  observant  qu'on  a 
alors 


■^,{m)=  I  -H  (8;.. -4- 3)%      ?,(/«)=  i+(8//  +  3: 


ci  ou 


^  [Ç3  i'n)  -  Ç,  {mY]=  1  (8p.  4-  3)  (16/.;^  -+-  10p.  +  i). 

11  est  donc  prouvé  que  le  double  ip  de  tout  nombre  premier  8p,  -1-  3 
s'exprime  par  la  formule 


■2  1)  =  JC- 


91' 


q  désignant  un  nombre  premier  [\k  +  i  qui,  s'il  divise 7,  doit  y  entrer 
comme  facteur  avec  un  exposant  pair.  Puisque  p  est  impair,  x  ç.\y  sont 
impairs,  et  X  aussi  doit  l'être,  sansquoi  l'onaurait^'*  +  qj'^^i  (mod.  8), 
tandis  que  ip  est  ^6  (mod.  8).  Donc  q  est  de  la  forme  8v  H-  5,  et  notre 
théorème  est  démontré.  Il  est  établi  en  outre  que  le  nombre  des  dé- 
compositions de  2/?,  sous  la  forme  citée,  est  nécessairement  impair. 

C'est  ainsi  que  l'on  a  pour  2.19,  c'est-à-dire  pour  le  nombre  38,  les 
trois  décompositions  que  voici  : 

1^+37.1^,     3^  +  29.1^,      5^-f-i3.i-. 

Le  lemme  concernant  la  fonction  Ç,  (m),  qui  fournit  les  conditions 
sous  lesquelles  r,  (w)  est  un  nombre  impair  ou  un  nombre  simplement 
pair,  a  ses  analogues  pour  d'autres  fonctions  numériques.  Ainsi  la 
fonction  «p  (m),  qui  marque  le  nombre  des  entiers  premiers  à  m  con- 
tenus dans  la  suite  i,  2,  3,...,  m,  ne  peut  avoir  une  valeur  impaire 
que  quand   m  =  i  ou  2,  et  une  valeur  simplement  paire  que  quand 
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m  est  égal  à  4  ou  est  de  j'une  des  deux  formes  a'",  la^ ,  a  désignant 
un  nombre  premier  de  la  forme  l\u.  -f-  3.  On  peut  encore  citer  les 
fonctions  Çal^^O»  ^3  l''^)'  ^^^">  ^"^^^  expriment  la  somme  des  carrés,  la 
somme  des  cubes,  etc.,  des  diviseurs  de  m,  la  fonction  Ç'(w)  qui  ex- 
prime leur  nombre,  et  une  foule  d'autres  fonctions  que  l'on  peut 
même  créer  à  volonté  pour  le  besoin  des  problèmes  dont  on  s'occupe. 
Cette  remarque  si  simple  (que  je  pourrai  développer  une  autre  fois 
par  de  nombreux  exemples)  agrandit  singulièrement  le  champ  des 
questions  auxquelles  la  méthode  de  M.  Bouniakowsky  s'applique. 
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«^^A.VVv\^'W  'Vv^1X»  VVWV»  v\,'»-W\w»Vv.'W*  t/V*  vv.»i\^  v\'  t.X\\,\\%^\-w»'\,'V\  wv  ■^.V■«W^'V^.^'V\^  «A^^/WXVW^AXVWN  W\  W*  "W*  V\  •/V\1'W'»'V\'WV*''. 


DEUXIEME   SUPPLEMENT 


RECHERCHES  NOUVELLES  SUR  LES  PORISMES  D'EUCLIDE. 

Examen  et  réfutation  de  l' interprétation  donnée  par  M.  Vincent 
des  textes  de  P appas  et  de  Proclus  relatifs  aux  Porismes  ; 

Par  m.   BRETOA   (de  Champ), 

Ingénieur  des  Ponts  et  Cliaiissées. 


Dans  le  Post-scriptum  placé  à  la  suite  du  Supplément  aux  Recher- 
ches nouvelles  sur  les  Porismes  d'Euclide  [*],  j'ai  annoncé  que  je  ré- 
pondrais à  la  Notice  publiée  sur  le  même  sujet  par  M.  Vincent.  L'émi- 
nent  helléniste  a  publié  depuis  une  seconde  Notice  sur  les  Porismes. 
Je  me  propose  de  traiter  ici  avec  détail  les  diverses  questions  soulevées 
par  ces  deux  écrits  [**]. 

La  partie  essentielle  du  travail  de  M.  Vincent  est  sa  traduction  nou- 
velle des  textes  de  Pappus  et  de  Proclus  relatifs  aux  Porismes,  qu'il 
oppose  à  la  mienne  et  qui  en  diffère  en  une  foule  d'endroits,  tant  pour 
la  forme  que  pour  le  fond.  Il  n'est  pas  difficile  de  voir,  on  les  compa- 


[*  j  Je  rappelle  que  les  Recherches  nouvelles  sur  les  Porismes  d'Euclide  ont  été  insé- 
rées dans  le  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  i^"  série,  t.  XX.  Le  Sup- 
plément a  paru  dans  le  même  recueil,  2*  série,  t.  II,  sous  ce  titre  :  Observations  sur  le 
Mémoire  de  M.  Housel  intitulé  :  les  Porismes  d'Euclide.  Le  titre  principal  :  Supplément 
au.T  Recherches  nouvelles  sur  les  Porismes  d' Euclide ,  a  été  omis.  Il  n'existe  que  sur 
les  exemplaires  tirés  à  part. 

r**]  La  première  Notice  de  M.  Vincent  a  été  publiée  dans  le  n"  10  du  journal  la 
Science,  année  1807,  i"  février;  mes  Objection<:  ont  été  insérées  les  2,  5,  et  9  avril 
suivant  dans  les  n°^  27,  28  et  2g  du  même  journal  ;  enfin  la  seconde  Notice  de  M.  Vin- 
cent a  paru  les  i  7  et  2 1  mai ,  même  année ,  dans  les  n"'  4^  et  4 1  • 

Tome  III  (v!'  série).  -  M.ves  i858.  '  ^ 
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rant  lune  à  l'autre,  qu'il  ne  s'agit  de  rien  moins  qu'une  cinquantaine 
de  contre-sens  (pour  ne  pas  parler  d'autres  défauts  ),  qui  se  trouveraient 
dans  ma  traduction,  si  celle  de  M.  Vincent  était  exacte.  Aussi  a-t-il 
d'abord  déclaré  tout  net  que  j'avais  fait  fausse  route.  Mais  il  me  sembla 
que  je  pouvais  sans  trop  de  témérité  ne  point  souscrire  à  cette  condam- 
nation si  formelle  de  mes  idées.  En  effet,  les  traductions  que  M.  Vin- 
cent donnait  des  définitions  du  théorème  et  du  problème,  qu'on  trouve 
dans  Pappus  immédiatement  avant  la  première  définition  du  Porisme, 
et  sur  le  sens  desquelles  il  est  impossible  de  se  tromper,  étaient  évi- 
demment inadmissibles.  Celle  qu'il  donnait  ensuite  de  la  première  défi- 
nition du  Porisme  n'avait  rien  de  commun  avec  le  texte,  ni  pour  le  sens, 
ni  même  pour  les  termes.  Et  s'il  traduisait  la  seconde  mot  a  mot,  il  y 
ajoutait  une  interprétation  qui  ne  pouvait  en  aucune  façon  satisfaire 
le  sentiment  des  choses  g^éométriques.  D'après  ces  remarques  et  d'au- 
tres encore,  il  me  parut  certain  que  M.  Vincent  devait  s'être  laissé  en- 
traîner par  quelque  idée  préconçue,  et  je  crus  convenable,  avant  de 
publier  ce  que  j'avais  à  dire  pour  la  justification  de  mon  travail,  d'ap- 
peler l'attention  sur  plusieurs  parties  du  sien,  desquelles  il  me  semblait 
résulter  que  c'était  lui-même  qui  se  trompait.  C'est  pour  répondre  aux 
Objections  que  je  présentai  alors,  qu'il  a  publié  sa  seconde  Notice.  Le 
savant  helléniste  avoue  qu'il  s'est  trompé  sur  quelques  points,  mais 
il  mdànXxQwX.  L' ensemble  àe,  son  interprétation,  voulant  bien  reconnaître 
toutefois  que  j'ai  donné  une  première  approximation,  au  lieu  de  m' être 
complètement  fourvoyé,  comme  il  le  disait  d'abord  ;  et  il  croit  avoir 
fourni  une  seconde  approximation  d'après  la  mienne,  ou,  en  d'autres 
termes,  s'être  approché  du  but  plus  que  moi.  Or  il  ne  m'est  pas  pos- 
sible de  m'en  tenir  à  cette  concession  :  avec  des  manières  de  voir 
aussi  opposées,  si  l'un  de  nous  s'est  approché  du  but,  l'autre  a  dû  né- 
cessairement s'en  écarter  tout  à  fait.  C'est  ce  dont  on  jugera  par  la 
discussion  qui  va  suivre. 

Au  surplus,  le  présent  article  n'est  pas  seulement  une  justification 
de  ce  que  j'ai  avancé  dans  le  Mémoire  attaqué  par  M.  Vincent,  mais 
encore  un  appel  à  M.  Vincent  mieux  injormé.  On  verra  en  effet,  par 
diverses  remarques,  qu'il  avait  condamné  ce  travail  avant  d'en  avoir 
pris  une  entière  connaissance.  Croyant  ma  traduction  tout  à  fait  dé- 
fectueuse, il  a  cru  sans  doute  pouvoir  se  dispenser  de  lire  le  com- 
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mentaire  dans  lequel  je  m'étais  efforcé  de  l'éclaircii-   et  de  la   rendre 
plausible. 

Pour  mettre  le  lecteur  à  même  de  suivre  plus  facilement  la  discus- 
sion, je  donne  ci-dessous,  l'une  à  coté  de  l'autre,  la  traduction  de 
M.  Vincent  et  la  mienne,  en  faisant  toutefois  profiter  celle-ci  des  rec- 
tifications que  j'ai  proposées  dans  le  §  IV  du  Supplément  aux  Re- 
cherches nouvelles  sur  les  Porismes^  et  en  y  apportant  diverses  amélio- 
rations de  détail,  dont  quelques-unes  ont  pour  objet  de  faire  droit  à 
celles  des  observations  de  mon  savant  adversaire  dont  j'ai  reconnu 
la  justesse.  On  les  trouvera  indiquées  dans  les  annotations  qui  font  suite 
à  ces  deux  traductions.  Je  suppose,  bien  entendu,  que  le  lecteur  a 
sous  les  yeux  ma  première  traduction  et  les  textes  grecs  dont  elle  est 
accompagnée. 

Notice  de  Pnppus  sur  les  Porisines. 


TRADUCTION   DE  M.  BRETON. 

«  Après  les  Contacts,  viennent  les  Poris- 
nies  d'Euclide,  en  trois  livres,  recueil  disposé 
avec  l'art  le  plus  ingénieux  («),  tant  pour 
la  résolution  des  problèmes  difiiciles  que  pour 
\i\  découverte  des  conséquences  des  hypo- 
thèses (  é) ,  et  présentant ,  à  cet  effet ,  beau- 
coup de  choses  qui  de  leur  nature  s'offrent 
en  abondance  illimitée  [c).  Il  n'en  a  toute- 
fois été  ajouté  aucune  à  celles  qu'Euclide  le 
jjremier  a  formulées,  si  ce  n'est  par  certain^ 
[géomètres]  qui ,  avant  nous ,  ont  mal  à  pro- 
pos opposé  de  secondes  formules  à  celles 
d'un  petit  nombre  de  ces  choses ,  chacune 
[de  ces  choses]  étant  à  la  vérité  présentée 
un  certain  nombre  de  fois ,  comme  nous  l'ex- 
pliquons (<-/),  mais  Euclide  ne  donnant  de 
chacune  d'elles  qu'une  seule  formule  qui  en 
est  l'expression  la  plus  claire  [e).  La  théo- 
rie en  est  fine  et  naturelle,  et  nécessaire  et 
très-générale ,  et  elle  fait  les  délices  de  ceux 
qui  savent  voir  et  trouver  (/).  Leurs  diverses 
espèces  ne  sont ,  quant  à  l'apparence,  ni  des 
théorèmes  ni  des  problèmes,  mais  tiennent 
en  quelque  sorte  le  milieu  entre  les  deux  ; 
de  telle  façon  qu'il  est  faciiltatif  [g]  d'en 
mettre  les  énoncés  sous  la  forme  qui  con- 
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«  Après  les  Contacts ,  il  y  a  les  Porismes 
d'Euclide,  en  trois  livres,  recueil  très-riche 
en  artifices  variés  (rt),  tout  préparés  pour 
la  solution  des  problèmes  les  plus  difficiles 
ainsi  que  [jour  les  constructions  (//)  ,  toutes 
choses  qui ,  de  leur  nature ,  se  présentent  en 
foule  innombrable  (c).  On  n'a  rien  ajouté  aux 
écrits  primitifs  qui  sont  dus  à  Euclide,  si  ce 
n'est  que  plusieurs  de  nos  devanciers  se  mon- 
trant en  cela  peu  judicieux  ,  ont  appliqué  de 
nouvelles  rédactions  sur  quelques-unes  des 
siennes  ;  mais  chaque  porisme  étant  suscep- 
tible d'un  certain  nombre  de  démonstrations, 
comme  nous  l'avons  fait  voir  {d),  Euclide 
avait  choisi,  pour  chacun  d'eux,  la  plus  sim- 
ple et  la  plus  lumineuse  [e).  Quoi  qu'il  en 
soit ,  les  porismes  présentent  une  théorie  sub- 
tile ,  naturelle  cependant ,  nécessaire  même , 
du  reste  très-générale,  et  bien  faite  pour 
plaire  à  ceux  qui  savent  apercevoir  et  dé- 
duire des  conséquences  (/).  Les  diverses  es- 
pèces de  porismes  ne  sont  entièrement  ni 
des  théorèmes  ni  des  problèmes;  ils  ont  plu- 
tôt une  forme  mtermédiaire ,  mais  de  telle 
sorte  que  leurs  énoncés  peuvent  être  pré- 
sentés [g)  comme  appartenant,  soit  à  des 
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vient  aux  théorème»  aussi  bien  que  sous  celle 
qui  convient  aux  problèmes  ;  d'où  il  est  ré- 
sulté que,  de  beaucoup  de  géomètres,  les 
uns  estiment  qu'elles  appartiennent  au  genre 
des  théorèmes,  tandis  que  d'autres,  ne  te- 
nant compte  que  de  la  forme  des  énoncés 
(  A  ) ,  les  considèrent  comme  appartenant  au 
genre  des  problèmes. 

»  Mais  les  différences  entre  ces  trois  cho- 
ses ont  été  mieux  connues  des  Anciens ,  ainsi 
qu'on  le  voit  par  leurs  définitions;  car  ils 
disaient  que  le  théorème  est  une  vérité  que 
l'on  énonce  et  qu'il  faut  rendre  évidente  par 
une  démonstration  (/),  tandis  que  le  pro- 
blème est  un  but  que  l'on  propose  et  qu'il 
s'agit  d'atteindre  par  une  construction  (y  )  ; 
mais  que  le  Porisme  est  une  chose  dont  la 
découverte  est  proposée  {/>).  Cette  définition 
du  Porisme  a  été  changée  (/)  par  les  mo- 
dernes [m),  lesquels,  hors  d'état  de  trouver 
tout  [ce  qui  est  proposé]  {«) ,  mais  se  pré- 
valant de  ce  qu'ils  voyaient  dans  ces  éléments 
[des  Porismes]  [o]  et  se  bornant  à  y  montrer 
l'une  quelconque  des  choses  cherchées  [p) 
sans  la  trouver  [par  eux-mêmes]  (7),  ont, 
par  suite,  sans  tenir  compte  de  la  définition 
[précitée]  (/•)  et  de  ce  qui  est  enseigné  (.v) , 
écrit  ceci  d'après  ce  qui  arrive  [en  effet  aux 
Porismes]  (t):  «.Le  Porisme  est  ce  qu'il 
»  faut  ajouter  à  l'hypothèse  [pour  que  celle- 
»  ci  devienne  l'énoncé]  d'un  théorème  local 
»  («).  »  Dans  ce  genre  de  Porismes  (c),  les 
Lieux  sont  compris  comme  espèce,  et  ils 
abondent  {jc)  dans  les  résultats  des  recher- 
ches (/).  Ceux  des  Porismes  [qui  ne  sont 
pas  des  lieux]  étant  mis  à  part  (z),  cette 
espèce  est  réunie  sous  un  titre  particulier  et 
donnée  séparément  («'),  à  cause  qu'elle  est 
beaucoup  plus  nombreuse  que  les  autres. 
En  effet,  parmi  les  lieux  ,  les  uns  sont  plans, 
d'autres  solides,  d'autres  linéaires ,  et  il  y  a 
en  outre  ceux  au.r  moyennes  [b'). 

"  Il  arrive  encore  aux  Porismes  ceci ,  de 
présenter  des  énoncés  très-peu  explicites,  où 
iji\isieurs  choses  sont  orrlinaircmenl  sous-on- 
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théorèmes,  soit  à  des  problèmes.  Par  suite, 
il  arrive  aussi  que  beaucoup  de  géomètres , 
n'ayant  égard  qu'à  la  forme  des  énoncés  (A), 
supposent ,  les  uns ,  que  ces  sortes  de  pro- 
positions sont  des  théorèmes ,  les  autres,  que 
ce  sont  des  problèmes. 


))  La  différence  de  ces  trois  choses  était 
mieux  connue  des  Anciens ,  comme  le  prou- 
vent les  définitions  qu'ils  en  donnent.  Ils  di- 
saient ,  en  effet ,  que  le  théorème  est  un 
raisonnement  fait  pour  démontrer  une  propo- 
sition énoncée  (/),  que  le  problème  est  une 
opération  faite  pour  exécuter  une  construc- 
tion proposée  i  j) ,  et  qu'enfin  le  Porisme  est 
ce  qu'on  ajoute  pour  mettre  à  profit  un  ré- 
sultat obtenu  (/).  Cette  définition  du  Po- 
risme a  été  modifiée  (/)  par  certains  géo- 
mètres modernes  (m) ,  peu  capables  de  tirer 
parti  des  connaissances  acquises  («)  et  de 
s'élever  au-dessus  des  simples  éléments  (o), 
obligés  ainsi  de  se  renfermer  dans  l'évidence 
des  seuls  points  mis  en  question  (/j)  ,  mais 
sans  pouvoir  en  faire  aucune  application  [q): 
de  sorte  que,  s'appuyant  d'ailleurs  sur  la 
définition  (/•)  et  sur  la  théorie  (.v),  ils  ont 
avancé,  d'après  les  circonstances  signalées 
ci-dessus  (f),  que  «  le  Porisme  est  ce  qui 
»  manque  à  l'hypothèse  d'un  théorème  lo- 
cal (a).  »  En  effet,  dans  le  genre  des  Po- 
rismes (  ('  I ,  il  y  a  ce  que  l'on  nomme  les 
Lieujc.  Aussi  les  porismes  abondent-ils  (  j.-  ! 
dans  le  livre  intitulé  :  Lieux  eomnnins  de  l'a- 
nalyse (  j)  ;  mais  en  les  mettant  à  part  (s) ,  on 
a  pu  en  former  un  recueil  auquel  on  a  donné 
un  titre  particulier  et  qui  a  reçu  une  plus 
grande  publicité ,  vu  l'abondance  relative  de 
cette  espèce  de  questions  comparativement 
aux  autres.  Quant  aux  Lieux  en  général ,  ils 
se  rapportent  les  uns  aux  plans,  les  autres 
au  solides ,  d'autres  encore  aux  lignes ,  et 
d'autres  enfin  aux  moyennes  {b'). 

»  Ce  n'est  pas  tout ,  et  il  arrive  encore  ceci 
aux  porismes  :  c'est  de  présenter  des  énoncés 
tronqués,  à  cause  de  la  diversité,  de  la  va- 


PIRES  ET  APPLIOUÉES. 


TRADUCTION   DE   M.   BRETOM. 

fendues,  ce  qui  est  une  cause  d'incerti- 
tude (c');  de  sorte  que  beaucoup  de  géo- 
mètres ne  saisissent  qu'en  partie  ce  dont  il 
s'agit,  et  que  ce  qu'il  y  a  de  plus  essentiel 
leur  échappe  {d'). 

»  Quant  à  réunir  un  grand  nombre  de 
propositions  dans  un  seul  énoncé  {e'),  cela 
n'est  guère  possible  dans  les  Porismes  (./'), 
parce  qu'Euclide  lui-même  n'en  donne  pas 
beaucoup  de  chaque  espèce  {g'),  mais  seu- 
lement un  ou  peu  comme  échantillons  pris 
dans  le  grand  nombre  [h').  Cependant  {i'] 
on  trouve  au  commencement  du  premier  li- 
vre plusieurs  propositions  analogues  entre 
elles,  appartenant  à  cette  espèce  des //cv/.r 
I)lus  abondamment  répandue  que  les  autres; 
leur  nombre  s'élève  à  dix  (y').  C'est  pour- 
quoi ,  trouvant  possible  de  les  comprendre 
dans  un  seul  énoncé,  nous  écrivons  celui-ci 
comme  il  suit  : 


«  Si  dans  un  système  de  quatre  droites 
«  tel ,  que ,  deux  d'entre  elles  formant  un 
»  angle,  les  deux  autres  se  coupent  dans 
))  l'intérieur  de  cet  angle  ou  à  l'extérieur  ou 
«  bien  soient  parallèles  {/>''),  trois  de  leurs 
»  points  d'intersection  sont  rendus  fixes  sur 
))  l'une  d'elles  ou  deux  seulement  sur  l'une  des 
»  droites  parallèles  dans  le  dernier  cas ,  et 
)>  que  les  points  restants,  un  seul  excepté, 
»  soient  assujettis  à  demeurer  chacun  sur 
»  une  droite  fixe  (/'),  le  dernier  point  de- 
»  meurera  pareillement  sur  une  droite  fixe 
»   [m').  » 

»  Il  ne  s'agit  ici  que  de  quatre  droites  (  n) 
telles ,  que  pas  plus  de  deux  ne  se  coupent 
en  un  seul  point;  mais  ce  que  l'on  ne  sait 
pas,  c'est  que  la  même  chose  est  vraie  pour 
un  nombre  quelconque  de  droites,  de  cette 
manière  :  «  Tant  de  droites  qu'on  voudra  se 
))  coupant  les  unes  les  autres ,  mais  pas  plus 
»  de  deux  en  un  même  point,  si  tous  les 
»  points  où  l'une  d'elles  est  rencontrée  par 
»  les  autres  sont  fixes,  et  que  chacun  des 
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riété  inhérentes  au  grand  nombre  des  cho- 
ses qui  y  sont  communément  sous-enten- 
dues [c') ,  d'où  il  suit  que  beaucoup  de  géo- 
mètres, ne  les  considérant  que  sous  une 
partie  de  leurs  faces,  laissent  de  côté  des 
points  très-essentiels  de  leur  constitution  (V/'i. 

»  En  effet,  d'un  énoncé  unique  faire  res- 
sortir de  nombreuses  propriétés  (<?'),  c'est 
une  chose  absolument  impossible  en  ces  ma- 
tières (/').  et  c'est  pourquoi  Euclide  lui- 
même  n'a  pas  multiplié  les  développements 
dans  chaque  groupe  [g'),  mais  s'est  contenté 
de  présenter,  à  titre  d'exemple,  un  seul  cas 
ou  tout  au  plus  quelques-uns  choisis  sur  la 
totalité  (//).  C'est  ainsi  que  (/'),  pour  base 
des  données  de  son  premier  livre ,  il  prend 
des  propositions  analogues  entre  elles,  tirées 
de  cette  espèce  de  lieux  si  abondante  qui 
lui  en  fournit  une  dizaine  {J'),  et  dont 
nous-mème  ,  ayant  trouvé  qu'il  était  possible 
de  comprendre  tous  ces  énoncés  dans  un 
seul,  nous  avons  rédigé  la  formule  comme  il 
suit  : 

«  Etant  données  quatre  droites  se  coupant 
»  deux  à  deux,  de  manière  que  l'une  étant 
»  couchée  dans  un  sens,  l'autre  soit  cou- 
»  chée  en  sens  contraire,  ou  lui  soit  paral- 
»  lèle  (/-')  :  si  trois  points  sont  donnés  sur 
»  l'une  d'elles,  ou  deux  seulement  dans  le 
»  cas  du  parallélisme,  et  que  les  autres. 
»  moins  un,  soient  situés  chacun  sur  une 
»  droite  donnée  (/'),  le  dernier  sera  égale- 
n  ment  situé  sur  une  droite  donnée  Im').  » 


«  11  ne  s'agit  ici  que  de  quatre  droites  [  //'  1 
telles,  que  pas  plus  de  deux  ne  se  coupent 
en  un  seul  point;  mais  ce  que  l'on  ne  sait 
pas ,  c'est  que  la  même  chose  est  vraie  pour 
un  nombre  quelconque  de  droites,  de  cette 
manière  :  «  Tant  de  droites  que  l'on  voudra 
»  se  coupant  les  unes  les  autres .  mais  pas 
»  de  deux  en  un  même  point  :  si  tous  les 
»  points  où  l'une  d'elles  est  rencontrée  par 
»  les  autres  sont  donnés  ,  chacun  des  points 
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y  points  où  lune  de  ces  dernières  est  cou- 
»  pée  par  Tune  des  droites  restantes  soit 
»  assujetti  à  demeurer  sur  une  droite  fixe 
»  (o'};  ou  plus  généralement:  tant  de  droi- 
»  tes  qu'on  voudra  se  coupant  les  unes  les 
»  autres,  mais  pas  plus  de  deux  en  un  même 
»  point,  si  tous  les  points  où  l'une  d'elles 
»  est  rencontrée  par  les  autres  sont  fixes, 
»  et  que  parmi  les  points  d'intersection  de 
»  ces  dernières,  lesquels  forment  un  nombre 
»  triangulaire ,  il  s'en  trouve  autant  d'assu- 
»  jettis  à  demeurer  chacun  sur  une  droite 
»  fixe  (/?')  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  côté 
»  de  ce  nombre,  de  telle  sorte  que  trois 
»  de  ces  points  ne  puissent  être  les  sommets 
«  de  l'un  des  triangles  [formés  par  les  droites 
»  mobiles]  [q'',.  chacun  des  points  d'inter- 
»  section  restants  sera  pareillement  assujetti 
»  à  demeurer  sur  une  droite  fixe  (/•').  » 

»  Il  est  vraisemblable  que  l'auteur  des  Élé- 
ments n'ignorait  pas  celte  extension,  mais 
n'a  fait  qu'en  poser  le  point  de  départ.  Et  il 
paraît  avoir  répandu  dans  tous  ses  Porisraes 
les  principes  et  les  germes  seulement  [s') 
de  nombreuses  et  grandes  foules  [de  propo- 
sitions] [(').  Il  faut  distinguer  chacune  [de 
ces  foules]  non  pas  par  les  différences  des 
hypothèses,  mais  par  celles  des  choses  qui 
arrivent  ou  sont  cherchées  («').  Car  les  hy- 
pothèses diffèrent  toutes  les  unes  des  autres, 
étant  très -particulières,  mais  chacune  des 
choses  qui  arrivent  ou  qui  sont  cherchées  se 
l)résente  unique  et  la  même  dans  plusieurs 
hypothèses  différentes  (<'''|. 


û  Voici  en  conséquence,  pour  le  premier 
livre ,  le  genre  des  choses  cherchées  dans  les 
])ropositions  [x')  (la  figure  est  au  commen- 
cement du  n"  7)  (r')  : 

■t  Si  de  deux  points  fixes  on  mène  deux 
»  droites  se  coupant  sur  une  droite  fixe ,  et 
»  que  l'une  d'elles  retranche  d'une  droite 
»  fixe  un  segment  à  partir  d'un  point  donné 
»  sur  celte  dernière  ,  la  seconde  retranchera 
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)>  OÙ  Tune  de  ces  dernières  est  rencontrée 
«  par  les  droites  restantes  se  trouve  en  même 
n  temps  sur  une  droite  donnée  (o').  Ou,  plus 
»  généralement  :  Tant  de  droites  que  l'on 
))  \  ûudra  se  coupant  les  unes  les  autres , 
»  mais  pas  plus  de  deux  en  un  même  point  : 
»  SI  tous  les  points  où  l'une  d'elles  est  ren- 
»  contrée  par  les  autres  sont  donnés ,  et  que 
»  parmi  les  points  d'intersection  de  ces  der- 
»  nieres.  lesquels  forment  un  nombre  trian- 
)>  gulaire,  on  en  considère  autant  qu'il  y  a 
»  d'unités  dans  le  côté  de  ce  nombre  trian- 
»  gulaire  :  Si  ces  derniers  points  sont  situés 
»  chacun  sur  une  des  droites  restantes  (//) 
»  [de  telle  manière  que  trois  d'entre  elles 
»  ne  puissent  passer  par  un  seul  point  iq')]  , 
»  chacun  des  points  d'intersection  restants 
»  sera  situé  aussi  sur  une  droite  donnée  {/•').  » 

»  Il  n'est  cependant  pas  vraisemblable  que 
l'auteur  des  Éléments  ignorât  cette  exten- 
sion; mais  il  aura  voulu  se  borner  à  établir 
une  base.  Et  en  effet  ■  c'est  une  remarque 
générale  qui  ressort  de  tous  ses  porismesj, 
il  n'a  évidemment  cherché  qu'à  poser  les 
principes  et  à  répandre  la  semence  d'une 
foule  de  belles  propositions  [t'),  lesquelles 
d'ailleurs  doivent  être  soigneusement  distin- 
guées, non  pas  d'après  la  diversité  des  hypo- 
thèses, mais  d'après  celle  des  résultats  obte- 
nus, soit  que  ceux-ci  se  présentent  d'eux- 
mêmes  ,  soit  qu'ils  proviennent  de  recherches 
expresses  (m'i.  Or,  toutes  les  hypothèses  dif- 
fèrent entre  elles  par  des  aspects  très-divers, 
tandis  que  chacun  des  -résultats  trouvés  ou 
recherchés  se  présente  unique  et  identique 
pour  plusieurs  hypothèses  différentes  (r''). 

»  Voici  donc,  pour  le  premier  livre,  les 
î,'enresdes  choses  que  l'on  cherche  à  déduire 
des  propositions  1^")  [vnir  la  figure  au  com- 
mencement du  lemme  7)  [y')  : 

«  Si  de  deux  points  donnés  on  mené  deux 
»  droites  qui  se  coupent  sur  une  droite  don- 
»  née  de  position ,  et  que  l'une  d'elles  inter- 
»  cepte  sur  une  droite  donnée  de  position 
»  un  segment  mesuré  à  partir  d  un   point 
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»  aussi  sur  une  autre  [droite  fixe  à  partir 
»  d'un  point  donné  sur  cette  droite]  (2')  un 
»  segment  qui  sera  au  premier  flans  un  rap- 
»  port  constant.  » 

»  Et  ensuite  : 

«  Que  tel  point  décrit  une  droite  donnée 
»  de  position  (  «"). 

))  Que  le  rapport  de  telle  droite  à  telle 
»  autre  est  constant  [b"). 

n  Que  le  rapport  de  telle  droite  à  une  ab- 
»  scisse  qu'elle  détermine  est  constant  [c" ). 

n  Que  telle  droite  est  donnée  de  direc- 
»  tion  [d"). 
.    »  Que  telle  droite  passe  par  un  point  fixe. 

»  Que  telle  droite  a  un  rapport  constant 
»  avec  le  segment  compris  entre  tel  point  et 
»  un  point  fixe  {e"). 

»  Que  telle  droite  a  un  rapport  constant 
»  avec  une  autre  droite  menée  de  tel  point 
»  variable. 

»  Que  tel  espace  a  un  rapport  constant 
»  avec  le  rectangle  qui  a  pour  côtés  une 
»  certaine  droite  variable  et  une  droite  don- 
»  née  (/"). 

»  Qu'une  portion  de  tel  espace  [variable] 
»  est  donnée,  tandis  que  l'autre  varie  propor- 
»  tionnellement  à  une  certaine  abscisse  (g'"). 

»  Que  tel  espace  variable ,  pris  seul  ou  avec 
»  un  espace  donné....  a  un  rapport  constant 
»  avec  une  certaine  abscisse. 

»  Que  telle  droite  variable,  plus  une  autre 
))  droite  proportionnelle  à  une  seconde  droite 
»  variable,  est  dans  un  rapport  constant  avec 
»  le  segment  compris  entre  tel  point  et  un 
»  point  fixe. 

»  Que  le  triangle  qui  a  pour  sommet  un 
»  point  fixe  et  pour  base  telle  droite  varia- 
»  ble,  est  équivalent  au  triangle  qui  a  pour 
»  sommet  un  autre  point  fixe  et  pour  base 
»  le  segment  compris  entre  tel  point  et  un 
»  point  fixe. 

»  Que  la  somme  de  deux  droites  variables 
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))  donné  sur  sa  direction ,  l'autre  droite  in- 
»  terceptera  aussi  sur  la  précédente  (3')  un 
n  segment  qui  sera  au  premier  dans  un  raj»- 
>}  port  donné.  » 

»  Puis  ensuite  : 

«  1°.  Que  tel  point  est  situé  sur  une  droite 
»  donnée  de  position  {a"). 

»  •j.°.  Que  le  rapport  de  telle  droite  à  telle 
»  autre  est  donné  (b''). 

»  3".  Que  telle  droite  est  partagée  suivant 
»  la  section  de  raison  (c").  • 

))  4°.  Que  telle  droite  est  donnée  de  posi- 
»  tion  (//"). 

»  5".  Que  telle  droite  passe  par  un  point 
»  donné. 

n  6°.  Qu'il  y  a  rapport  commensurable 
»  entre  telle  droite  et  un  segment  compris 
»  entre  tel  point  et  un  point  donné  ie"]. 

>■>  y°.  Qu'il  y  a  rapport  commensurable 
»  entre  telle  droite  et  un  certain  segment 
»  abaissé  de  tel  point. 

»  8".  Qu'il  y  a  rapport  commensurable 
»  entre  tel  espace  et  le  rectangle  qui  a  pour 
n  côtés  une  droite  donnée  et  telle  autre 
»  droite  (/"). 

»  9°.  Que  tel  espace  [est  décomposable 
n  en  deux  parties  dont]  l'une  est  donnée  et 
n  dont  l'autre  est  suivant  la  section  d'es- 
))  pace  (^'). 

»  10".  Que  tel  espace  ,  pris  seul  ou  avec 
I)  un  certain  espace,  est  [décomposable  en 
»  deux  parties  dont  l'une  est  donnée  et  dont] 
»  l'autre  est  suivant  la  section  d'espace. 

»  11°.  Que  telle  droite,  plus  une  autre 
»  droite  avec  laquelle  telle  autre  droite  est 
»  dans  un  rapport  donné,  est  elle-même  dans 
»  un  rapport  commensurable  avec  un  cer- 
»  tain  segment  compris  entre  tel  point  et 
»  un  point  donné. 

»  12°.  Que  le  triangle  qui  a  pour  sommet 
1)  un  point  donné  et  pour  base  telle  droite. 
>■>  est  équivalent  au  triangle  qui  a  pour  som- 
«  met  un  point  donné  et  pour  b.-tse  le  seg- 
))  ment  compris  entre  tel  point  et  un  point 
»  donné. 

).  i3°.  Qu'il  y  a  rapport  commensurable 
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»  a    un    rapport  constant  avec  le  segment 
»  compris  entre  tel  point  et  un  point  donné. 

»  Que  telle  droite  déternnine  sur  des  droi- 
»  tes  données  des  segments  dont  le  produit 
»  est  constant.  » 

'I  Dans  le  second  livre ,  les  hypothèses  sont 
autres  que  dans  le  premier,  mais  le  plus  grand 
nombre  des  choses  cherchées  sont  les  mêmes, 
et .  en  outre ,  il  y  a  celles-ci  : 

■«  Que  tel  espace  variable  ou  la  somme  de 
«  cet  espace  et  d'un  espace  donné  est  en 
>.  raison  constante  avec  une  certaine  ab- 
»  scisse. 

Que  le  rectangle  qui  a  pour  côtés  telle 
»  droite  variable  et  telle  autre  droite  va- 
"  riable  est  en  raison  constante  avec  une 
)■  certaine  abscisse. 

»  Que  le  rectangle  qui  a  pour  côtés  la 
»  somme  de  deux  droites  variables  et  la 
»  somme  de  deux  autres  droites  variables 
«  est  en  raison  constante  avec  une  certaine 
»  abscisse. 

»  Que  la  somme  du  rectangle  qui  a  pour 
»  côtés  telle  droite  variable  et  la  même 
»  droite  augmentée  dune  autre  droite  pro- 
»  portionnelle  à  une  droite  variable,  et  le 
»  rectangle  qui  a  pour  côtés  telle  droite  et 
»  telle  autre ,  cette  dernière  étant  propor- 
»  tionnelle  à  une  droite  variable ,  est  en  rai- 
»  son  constante  avec  une  certaine  abscisse. 

»  Que  la  somme  de  ces  deux  rectangles 
»  est  en  raison  constante  avec  une  certaine 
)'  droite  comprise  entre  tel  point  et  un  point 
»  donné. 

»  Que  le  rectangle  de  telle  droite  variable 
')  et  de  telle  autre  droite  varialde  est  con- 
»  stant.  » 

»  Dans  le  Uoisieme  livre ,  le  plus  grand 
nombre  des  hypothèses  ont  pour  objet  le 
demi-cercle,  et  quelques-unes  le  cercle  en- 
tier et  les  segments.  Des  choses  cherchées, 
beaucoup  sont  à  peu  près  semblables  à  celles 
indiquées  ci-dessus.  Il  y  a  en  outre  celles-ci  : 

«   Que  le  rectangle  de  deux  droites  va- 
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»  entre  la  somme  de  telle  droite  ajoutée  à 
»  telle  autre  droite,  et  un  certain  segment 
»  compris  entre  tel  point  et  un  point  donné. 

»  i4°.  Que  telle  droite  détermine,  sur  des 
-)  droites  données  de  position  ,  des  segments 
»  qui  comprennent  un  espace  donné.  » 

»  Dans  le  second  livre,  ce  sont  d'autres 
hypothèses.  Quant  aux  choses  cherchées ,  la 
plupart  sont  les  mêmes  que  dans  le  premier 
livre;  mais  il  y  a  de  plus  les  suivantes  : 

«  1°.  Que  tel  espace,  ou  la  somme  de  cet 
»  espace  et  d'un  espace  donné ,  est  suivant 
«  la  section  d'espace. 

»  2".  Que  le  rectangle  qui  a  pour  côtes 
»  telle  droite  et  telle  autre  droite  est  suivant 
»  la  section  d'espace. 

»  3°.  Que  le  rectangle  qui  a  pour  côtés 
»  la  somme  de  deux  droites  et  la  somme  de 
»  deux  autres  droites  est  suivant  la  section 
»  d'espace. 

»  4°-  Que  deux  rectangles,  dont  le  pre- 
»  mier  est  construit  sur  telle  droite  et  telle 
■)  droite  augmentée  d'une  troisième  droite 
»  qui  est  avec  une  quatrième  dans  un  rap- 
»  port  donné  ,  et  dont  le  second  est  construit 
»  sur  telle  droite  et  celle  qui  est  dans  un 
»  rapport  donné  avec  la  précédente,  forment 
»  une  somme  qui  est  suivant  la  section  des- 
»  pace. 

»  5°.  Qu'il  y  a  rapport  commensurable 
»  entre  la  somme  de  ces  deux  rectangles  et 
»  une  certaine  droite  comprise  entre  tel  point 
»  et  un  point  donné. 

»  6".  Que  le  rectangle  de  telle  droite  et  de 
»  telle  autre  droite  est  donné.  » 

»  Dans  le  troisième  livre,  le  plus  grand 
nombre  des  hypothèses  sont  relatives  au 
cercle  ;  quelques-unes  regardent  le  cercle  et 
les  segments.  Pour  les  choses  cherchées ,  la 
plupart  ressemblent  aux  précédentes  ;  mais 
il  y  a  celles-ci  en  plus  : 

«  r.  Qu'il   y  a  raj)port  commensurable 
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»  riables  est  au  rectangle  de  deux  autres 
«  droites  variables  dans  un  rapport  constant. 

M  Que  le  quarré  construit  sur  telle  droite 
»  est  en  rapport  constant  avec  une  certaine 
»  abscisse. 

»  Que  le  rectangle  de  deux  droites  varia- 
»  blés  est  dans  un  rapport  constant  avec  le 
»  rectangle  qui  a  pour  côtés  une  droite  don- 
;)  née  et  le  segment  compris  entre  tel  point 
»  variable  et  un  point  donné. 

»  Que  le  quarré  construit  sur  telle  droite 
»  est  dans  un  rapport  constant  a\ec  le  rec- 
»  tangle  qui  a  pour  côtés  une  droite  donnée 
»  et  le  segment  déterminé  sur  une  droite 
»  fixe,  à  partir  d'un  point  donné,  par  la 
«  perpendiculaire  abaissée  sur  cette  droite. 

»  Que  le  rectangle  qui  a  pour  côtés  la 
»  somme  de  deux  droites  variables  et  une 
»  droite  proportionnelle  à  une  autre  droite 
))  variable  est  dans  un  rapport  constant  avec 
f>  une  certaine  abscisse. 

»  Qu'il  existe  un  point  tel.  que  les  droites 
»  menées  de  ce  point  à  deux  points  varia- 
»  blés  comprennent  un  triangle  donné  d'es- 
»  pèce  {h"). 

»  Qu'il  existe  un  pouit  tel ,  que  les  droites 
»  menées  de  ce  point  à  deux  points  varia- 
«  blés  interceptent  des  arcs  égaux  (/"). 

j)  Que  telle  droite  est  parallèle  à  une  autre 
»  droite  passant  par  un  point  fixe,  ou  fait  avec 
»  cette  dernière  un  ans;le  constant  (X").  » 
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»  entre  le  rectangle  construit  sur  telle  et 
»  telle  droite  et  le  rectangle  construit  sur 
»  telles  autres  droites. 

»  2°.  Que  le  carré  construit  sur  telle  droite 
»  est  suivant  la  section  d'espace. 

»  3°.  Que  le  rectangle  de  telle  droite  avec 
»  une  autre  droite  [est  égal]  au  rectangle 
»  qui  a  pour  côtés  une  droite  donnée  et  le 
»  segment  compris  entre  tel  point  et  un  point 
i)  donné. 

i>  4°.  Que  le  carré  construit  sur  telle  droite 
»  [est  égal]  au  rectangle  qui  a  pour  côtés 
»  une  droite  donnée  et  le  segment  déter- 
»  miné,  à  partir  d'un  point  donné,  par  une 
»  [certaine]  perpendiculaire. 

»  5".  Que  le  rectangle  construit  sur  la 
0  somme  de  deux  droites,  d'une  part,  et, 
0  d'autre  part,  telle  droite  qui  a  un  rapport 
n  donné  avec  telle  autre  droite,  est  lui-même 
n  suivant  la  section  d'espace. 

»  6".  Qu'il  existe  un  point  donné  tel ,  que 
))  les  droites  menées  de  ce  point  à  deux  points 
»  donnés  comprennent  un  triangle  donné 
»  d'espèce  (A"). 

»  7".  Qu'il  existe  un  point  donné  tel ,  que 
))  les  droites  menées  de  ce  point  à  deux  points 
»  donnés  interceptent  des  arcs  égaux  (y"). 

»  8°.  Que  telle  droite  est  parallèle  à  une 
»  certaine  droite  passant  par  un  point  donné 
))  ou  fait  avec  elle  un  angle  donné  {/>"). 


Passages  extraits  de  Procliis. 


u  . . .  Pnrisnic  se  dit  de  certains  problè- 
mes ,  tels  que  les  Porismes  d'Euclide  ;  mais  il 
se  dit  plus  particulièrement  lorsque,  de  choses 
que  nous  avons  démontrées ,  il  en  surgit 
quelque  autre  qui  est  un  théorème  que  nous 
n'avions  pas  énoncé  et  que  pour  cela  on  a 
appelé /^om/HÉ' (/") ,  lequel  est  comme  un 
gain  fait  dans  la  démonstration  pour  laquelle 
nous  avons  établi  l'évidence  de  ces  choses.  » 

'(   ...  Pori.smc  est  un  terme  de  géométrie. 
Totne  m  (2«  série).  -  Mars  i858. 


«  ...  Quant  au  mot  porisme ,  il  se  dit  [en 
général]  de  certains  problèmes,  comme  le 
Traité  des  porismes,  composé  par  Euclide. 
Mais  il  se  dit  plus  particulièrement  lorsque, 
des  choses 'démontrées  précédemment ,  il  sur- 
git quelque  théorème  qui  n'avait  point  été 
proposé ,  et  que  ,  pour  cela  même ,  on  nomme 
porisme  [l"),  comme  étant  assimilé  à  un  gain, 
à  un  bénéfice  accessoire  de  la  démonstration 
régulière  et  scientifique....  » 

«    ...  Le  mot  pnrisme  est  un  des  terme* 

i3 
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11  a  une  double  acception  :  car  on  appelle  Po- 
rismes  et  ces  théorème?  qui  se  présentent 
dans  la  démonstration  d'autres  théorèmes 
comme  une  heureuse  trouvaille  et  un  gain 
dont  on  profite  chemin  faisant  {m"),  et  ces 
choses  que  l'on  recherche  («"),  et  dont  la 
découverte  exige  de  linvention  [o")  et  non 
pas  seulement  déduction  (/?")  et  raisonne- 
ment facile  (y"). 


n  L'égalité  des  angles  à  la  base  d'un  trian- 
gle isocèle  est  l'objet  d'un  théorème  (/•"),  et 
telle  est  la  connaissance  que  nous  avions  des 
choses  qui  sotu  [s").  Partager  un  triangle  en 
deux  parties  égales  ou  construire  un  triangle, 
retrancher  une  droite  d'une  autre  ou  l'ajou- 
ter ,  toutes  ces  choses  se  réduisent  à  quel- 
que opération.  Mais,  un  cercle  étant  donné, 
en  trouver  le  centre ,  ou  bien ,  deux  gran- 
deurs commensurables  étant  données,  en 
trouver  la  plus  grande  commune  mesure ,  ces 
choses  et  une  infinité  d'autres ,  tiennent  en 
quelque  sorte  le  milieu  entre  les  problèmes 
et  les  théorèmes;  car  ces  questions  se  résol- 
vent non  par  simple  déduction  {t"),  mais  par 
invention  {u")  et  non  par  un  raisonnement 
exempt  de  difficulté  (•'").  Il  faut  découvrir 
la  chose  demandée  et  la  rendre  évidente  par 
une  construction  i.r" }.  Tels  sont  lesPorismes 
qu'Euclide  a  donnés  dans  les  livres  de  pro- 
blèmes qu'il  a  composés  [r"  j-  Mais  ne  nous 
il  r  ré  tons-pas  à  parler  de  ces  Porismes-là  (z"). 
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qu'emploie  la  géométrie  ;  il  a  une  double  si- 
gnification. On  nomme  porismes,  d'abord,  des 
théorèmes  qui  se  trouvent  implicitement  pré- 
parés par  la  démonstration  de  quelques  au- 
tres, et  qui  sont,  pour  ainsi  dire,  des  gains 
éventuels  et  des  bénéfices  dont  on  profite  en 
passant  (w");  en  second  lieu,  des  notions 
comprises  implicitement  dans  l'objet  d'une 
question  («"),  mais  ou  il  y  a  cependant 
quelque  chose  de  particulier  à  inventer  [o")  : 
de  sorte  qu'il  ne  s'agit  dans  ce  cas  ni  d'une 
construction  proprement  dite  (//)  ni  d'une 
simple  théorie  (7"). 

«  Par  exemple  que  clans  les  triangles  iso- 
cèles les  angles  à  la  base  soient  égaux,  c  est 
là  simplement  une  affaire  de  théorie  \r"\  et 
dont  il  ne  s'agit  que  d'acquérir  la  connaissance 
comme  de  toutes  les  choses  qui  sont,  (.y"). 
D'un  autre  côté ,  la  bissection  d'un  angle , 
la  construction  d'un  triangle,  une  addition 
ou  une  soustraction  ,  tout  cela  n'exige  qu'une 
opération  dont  le  but  est  déterminé.  Mais , 
au  contraire,  «  Un  cercle  étant  donné,  en 
»  trouver  le  centre,  »  ou  bien  :  «  Deux  gran- 
>  deurs  commensurables  étant  données,  en 
»  trouver  la  plus  grande  commune  mesure:  » 
toutes  les  questions  de  ce  genre  tiennent . 
en  quelque  sorte ,  le  milieu  entre  les  pro- 
blèmes et  les  théorèmes.  En  effet ,  ce  ne  sont 
pas  ici  des  créations  («"),  quoiqu'il  y  ait 
quelque  chose  à  trouver  (?/");  et  ce  ne  sont 
pas  non  plus  des  théorèmes  abstraits  («>") 
puisqu'il  faut  offrir  à  la  vue,  représenter  de- 
vant les  yeux  l'objet  de  la  question  [x\.  Or 
tel  est  le  genre  des  propositions  nommées 
porismes  et  traitées  par  Euclide  dans  les  li- 
vres de  Problèmes  qu'il  a  composés  (  y"  )  ; 
mais  il  n'y  a  pas  lieu  de  parler  ici  de  cette 
espèce  de  porismes. 


OBSERV.\TIOî\S    SLR    LES    DEUX    TRADUCTIONS    QUI    PRÉCÈDENT. 

1°.   Notice  de  Pappiis  sur  les  Porismes. 
[a]  M.  Vinceiil  traduit  tcoXXoI;  ctQpoiO/ua.  (^.KoiiX^ovaxov  par  lecuell 
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très-riche  en  artifices  variés.  11  ne  me  semble  pas  que  ce  soit  là  le 
véritable  sens.  On  trouve  en  effet,  un  peu  plus  loin,  que  la  théorie 
mise  en  usage  dans  ce  recueil  offrait  un  caractère  de  ge'nrralifé  qui  ne 
paraît  guère  compatible  avec  cette  supposition  que  le  Traite'  des  Po- 
risines  était  un  recueil  d'artifices  variés.  Le  ternie  ti?oxiyjory.r':v  in- 
dique plutôt  l'art  ingénieux  avec  lequel  Euclide  l'avait  composé.  C'est 
ce  que  j'ai  essayé  de.  rendre  dans  ma  nouvelle  traduction. 

ib)  J'ai  reniplacé^Sf^yv  par  ^«yo/^tsivy!,  parce  que  le  premier  de  ces  mots 
n'offre  aucun  sens  géométrique.  M.  Vincent  ne  croit  pas  devoir  suivre 
cette  correction,  et  il  traduit  ^/gv^v  ^^v  constructions.  Il  fait  observer  à 
ce  sujet  que  ce  mot  est  employé  en  plusieurs  endroits  de  la  Notice  de 
Pappus  sur  les  Porismes,  «  où  il  indique  évidemment  les  diverses  va- 
»  l'iations  que  peut  subir  l'énoncé  d'une  question,  les  genres  divers  des 
»  choses  demandées  et  dépendant  soit  de  la  solution  du  même  pro- 
»  blême,  soit  des  différentes  propriétés  d'une  même  figure,  y  La  vérité 
est  que  ces  endroits  sont  au  nombre  de  trois.  On  trouve  d'abord  yiPtt 
dans  le  sens  de  génie;  il  s'agit  de  la  question  qui  s'était  élevée,  de  sa- 
voir si  les  propositions  de  l'ouvrage  d'Euclide  appartenaient  au  genre 
des  théorèmes  ou  à  celui  des  problèmes.  On  rencontre  ensuite  'yivovç, 
employé  pour  désigner  le  genre  de  Porismes  auquel  s'appliquait  la  se- 
conde définition  du  Porisme.  Enfin  Pappus  se  sert  de  '),2vyi  pmir  indi- 
quer les  genres  divers  des  choses  cherchées.  Or  dans  aucun  de  ces  trois 
cas  il  ne  s'agit  de  constructions.  C'est  donc  tout  à  fait  arbitrairement 
que  M.  YmcQn\.\.r2Làviïlyzvm  ^AY  constructions. 

Je  persiste  à  proposer  de  lire  y-.vofj.îvoùv.,  qui  est  im  terme  à  l'usage 
de  Pappus.  Voyez  sur  ce  point  le  Supplément  aux  Recherches  nou- 
velles sur  les  Porismes,  §  IV,  1^. 

[c)  La  fin  de  la  première  phrase,  ct^i^'iAv\7r  ^■ov  rri;  ÇjJécoç  Trctpsxo- 
fxivyiç  ttXh^oç,  se  rapporte  non  point,'  comme  M.  Vincent  le  suppose, 
aux  questions  dont  le  Traité  des  Porismes  était  destiné  à  procurer  ou 
à  faciliter  la  solution,  mais  à  la  matière  même  des  Porismes,  qui,  de  sa 
nature,  est  inépuisable.  Les  problèmes  de  la  section  de  raison,  de  la 
section  de  l'espace^,  de  la  sectioTi  déterminée  et  des  contacts,  sur  les- 
quels roulent  autant  de  notices  données  par  Pappus  avant  de  parler  des 
Porismes,  sont  des  sujets  essentiellement  circonscrits,  et  dont  la  ma- 
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tière  a  été,  pour  ainsi  dire,  épuisée  par  Apollonius.  Or.  il  n'en  est  pas  de 
même  pour  les  Porismes,  et  c'est  ce  que  Pappus  fait  remarquer  natu- 
relleaient,  M.  Vincent  lui  fait  remplacer  cela  par  un  lieu  commun  et 
dire  une  chose  qui  n'apprendrait  rien  à  personne.  La  pensée  de  Pappus 
est  au  surplus  mise  en  évidence  par  le  commencement  de  la  phrase 
suivante  :  ovÂv  7rpoa-Tf.QBr/.ci7i,  etc.,  où  le  mot  ot/cTgj^  est  pour  ov  cTggv, 
mais  pas  une,  etc.  ;  on  voit  qu'il  insiste  sur  cette  circonstance  que, 
malgré  l'abondance  illimitée  de  la  matière  des  Porismes,  on  n'avait 
ajouté  aucun  Porisme  à  ceux  que  renfermait  l'ouvrage  d'Euclide.  Les 
géomètres  avaient  toutefois  donné  divers  lemmes  pour  les  Porismes. 

[d)  M.  Vincent  fait  observer  avec  i-aison  que  les  manuscrits  don- 
nent Vaoriste  iJiit^,uîv.  Mais  ce  temps  s'emploie  souvent  au  lieu  du 
présent,  j'ai  substitué  en  conséquence  le  présent  au  Jutur  dans  ma 
traduction,  ce  qui  d'ailleurs  ne  change  pas  le  sens. 

[e)  Pour  la  signification  des  termes  ypct(pii  et  ctTTOc^îi^iç  employés 
dans  cette  phrase,  voyez  le  Supplément  aux  Recherches  nouvelles  sur 
les  Porismes,  §  IV,  3°.  M.  Vincent  suppose  que  fjjctv  se  rapporte  à 
oLTtot^ii^iv.  Or  f/ictv  est  évidemment  opposé  à  cTg'jTgpar,  et  conséquem- 
ment  se  rapporte  à  yp:x.(pm.  J'avais  déjà  fait  cette  remarque  dans  mes 
Recherches  nouvelles  sur  les  Porismes.  Voyez,  dans  le  Commentaire,  la 
note  du  §  L 

(/)  Ces  expressions  apercevoir  et  déduire  des  conséquences  s'éloi- 
gnent de  la  signification  des  termes  opciv  x,a)  Tropt^èiv^  lesquels  mar- 
quent la  double  aptitude  dont  il  fallait  être  pourvu  pour  comprendre 
ces  méthodes  d'Euclide,  dont  Pappus  fait  un  si  remarquable  éloge.  Le 
Traité  des  Porismes  s'adressait  aux  géomètres  sachant  voir  et  trouver, 
et  non  pas  seulement  apercevoir  et  déduire  des  conséquejices ,  comme 
dans  le  cas  où  il  s'agit  simplement  de  corollaires .  Il  s'agissait  au  con- 
traire de  questions  directement  posées,  que  l'on  devait  résoudie  pour 
elles-mêmes ,  ainsi  que  cela  ressort  et  de  l'ancienne  définition  du  Po- 
risme donnée  par  Pappus,  et  des  exemples  que  présente  Proclus. 

{g)  M.  Vincent  ne  donne  pas  le  sens  de  l'expression  J'uvaiÔsli  5-%>i- 
lUaT/^éo-Qa/,  laquelle  prouve  que  dans  la  discussion  soulevée  par  les 
géomètres  sur  la  question  de  savoir  si  les  propositions  d'Euclide  étaient 
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des  théorèmes  ou  des  problèmes,  on  opposait  aux  énoncés  tout  faits 
présentés  par  Euclide  lui-même,  ceux  dans  lesquels  on  pouvait  les 
transformer.  Fo^ez  ci- dessous  l'annotation  [q). 

[h)  aTroQXîTrovrctç  xcù  (j'/Vfxctri  fjiovov  rri;  Tip'jrct^iooç  ne  peut,  ce 
me  semble,  se  rapporter  qu'aux  géomètres  qui  s'appuyaient  seulement 
sur  la  forme  des  énoncés  existant  dans  le  Traité  des  Porismes.  Cette 
forme  était  celle  des  énoncés  de  problèmes,  ainsi  qne  cela  résulte  de 
divers  détails  répandus  çà  et  là  dans  la  Notice  de  Pappus,  et  du  témoi- 
gnage explicite  de  Proclus  qui  appelle  des  problèmes ,  et  cela  par  deux 
jois,  les  propositions  dont  ce  traité  se  composait. 

fî)  J'appelle  l'attention  sur  la  manière  dont  M.  Vincent  traduit  cette 
définition  du  théorème,  ainsi  que  les  définitions  suivantes  du  pioblème 
et  du  Porisme.  C'est  ici  en  effet  qu'on  voit  avec  évidence  que  le  savant 
helléniste  s'est  laissé  entraîner  par  une  idée  préconçue.  Il  veut  bien 
reconnaître  dans  sa  seconde  Notice  qu'il  s'est  trompé,  «  en  disant  que 
le  théorème  est  une  démonstration,  «  mais,  après  avoir  fait  cet  aveu, 
il  ajoute  :  «  Je  vais  m'efforcer  de  donner  nne  vraie  traduction  mot  à 
B  mot —  Ce  ne  sera  pas  ma  faute  si  ce  mot  à  mot.  aussi  consciencieux 
»  que  je  puis  le  faire,  tourne  contre  celui  qui  l'aura  réclamé,  >i  annon- 
çant par  là  que  ma  traduction  et  mon  piopre  mot  à  mot  font  dire  a 
Pappus  tout  autre  chose  que  ce  que  le  texte  signifie.  Ce  mot  à  mot 
de  M.  Vincent  est  ainsi  conçu  :  «  Le  théorème  est  une  chose  proposée 
>•  en  vue  de  la  démonstration  de  ce  qui  est  proposé.  »  Comme  j'avais 
donné  dans  mes  Objections  cet  autre  mot  à  mot  :  «  Un  théorème  est 
»  ce  qui  est  proposé  pour  la  démonstration  de  cela  même  qui  est 
»  proposé,  »  on  voit  que  la  différence  consiste  presque  uniquement 
en  ce  que  je  traduis  l'adjectif  démonstratif  at/roJ,  tandis  que  M.  Vincent 
traduit  comme  s'il  n'existait  pas.  Or  cet  adjectif  est  ici  très-important. 
Il  prouve  que  les  deux  choses  dont  il  est  question  dans  le  mot  à  mot 
de  M.  Vincent,  savoir  une  chose  proposée  et  ce  qui  est  proposé  ne  font 
qu'une  seule  et  même  chose;  mais  lui  veut  au  contraire,  dans  son  in- 
terprétation, que  ces  deux  choses  soient  différentes.  En  d'autres 
termes,  s'il  renonce  à  prétendre  que  le  théorème  est  un  raisotuiement 
fait  pour  démontrer  une  proposition  énoncée j  il  persiste  à  soutenir  que 
le  théorème  es\^  xïou  point  l'objet  d'une  démonstration  à  faire j  comme 
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je  loi  exprimé  dans  ma  traduction  et  dans  mon  mot  à  mot,  mais  mie 
chose  que  l'on  propose  pour  démontrer  une  proposition  énoncée,  ce  qui 
évidemment  n'est  pas  vrai,  ainsi  qu'on  ppuf  le  reconnaître  en  prenant 
un  exemple  quelconque  de  théorème.  Mon  interprétation  est  conforme 
à  la  fois  au  texte  de  Pappus  et  à  la  notion  que  noys  avons  tous  du  théo- 
rème, et  si  M.  Vincent  en  propose  une  autre,  manifestement  inadmis- 
sible, c'est  afin  de  ne  pas  être  obligé  de  renoncer  à  l'interprétation  qu'il 
donne  bientôt  après  de  la  première  définition  du  Porisme.  P'ojcz  ci- 
dessous  l'annotation  (A). 

(/)  La  définition  du  problème  telle  que  Yi.  Vincent  la  présente,  soit 
dans  sa  traduction,  soit  dans  son  mot  à  mot,  donne  lieu  aux  mêmes 
observations  que  la  définition  du  théorème.  L'adjectif  avrcv  n'est  pas 
davanta<^e  rendu  dans  le  mot  à  mot,  ce  qui  dénature  entièrement  le 
sens,  comme  pour  le  théorème.  Pour  moi,  de  même  que  pour  tout  le 
monde,  le  problème  est  l'objet  d'une  construction  a  faire,  et  c'est  bien 
là  ce  que  Pappus  exprime.  Pour  M.  Vincent,  le  problème  est  wie  chose 
servant  à  ejjectuer  une  construction.  Au  surplus,  ce  n'est  pas  seidement 
dans  sa  Notice  sur  les  Porismes  que  Pappus  définit  le  problème  et  le 
théorème.  W  rapporte  au  commencement  de  son  troisième  livre  les  dé- 
finitions que  donnaient  les  géomètres  qui  se  piquaient  d'exactitude 
dans  leur  langage.  Voyez  mes  Recherches  nouvelles  sur  les  Porismes, 
1  Commentaire,  §  V).  Remarquons  enfin  que  la  manière  dont  M.  Vincent 
interprète  Pappus  en  ce  qui  concerne  ces  notions  si  élémentaires  du 
théorème  et  (\n  problème,  n'offre,  jusqu'à  présent,  aucun  sens  géomé- 
trique, quoiqu'il  y  soit  revenu  dans  sa  seconde  Notice,  par  suite  de 
mes  Objections. 

[k)  Pour  comprendre  la  définition  du  Porisme,  il  faut  la  rapprocher 
de  celles  du  théorème  et  du  problème,  comme  il  suit  : 

&taor,fta  [im^TO  Tfporiiycuttov  ùz  cCTToaiihy  ctvToù  rod  TTcoTitvofiivo'j . 
TïfôC?^>lftii  [£5"r<  ]  To  !r,'03«8AAo^e»(}v  tic  k'j.tui7kiu>}v  c.ItoZtoZ  TrOoreivoftîvo'j. 
Ylofita-ftcc  [est/]  tu  TFpoTiiv.fiivot  t'i:  Topte-ftov  airoZ  Toii  TfpOTityoftivou. 

On  voit  que  ces  trois  définitions  sont  jetées  pour  ainsi  dire  dans  un 
même  moule  et  se  correspondent  mot  pour  mot.   [1  doit  donc  en  être 
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de  même  de  leur  interprétation.  Or  les  deux  premières  ont  un  sens 
bien  déterminé,  sur  lequel  il  est  impossible  de  se  méprendre.  On  a 
donc  là  deux  termes  de  comparaison,  dont  il  faut  nécessairement  tenu- 
compte  en  traduisant  la  définition  du  Porisme.  Cest  ainsi  que  j'ai  tra- 
duit mot  à  mot,  le  Porisme  est  ce  qui  est  proposé  pour  la  découverte 
de  cela  même  qui  est  proposé;  de  sorte  que,  selon  moi,  le  Porisme  est 
une  chose  à  découvrir,  et  que  la  découverte  ou  U invention  de  cette 
chose  est  ce  que  l'on  propose  de  faire,  de  même  que  le  théorème  est 
une  chose  à  démontrer  et  que  la  démonstration  de  cette  chose  est  ce 
que  l'on  propose  de  faire,  de  même  encore  que  le  problème  est  ime 
chose  que  l'on  propose  de  construire  et  que  la  construction  de  cette 
chose  est  ce  que  1  on  propose  de  faire.  Il  y  a,  on  le  voit,  analogie 
complète  dans  ma  traduction  entre  la  définition  du  Pommeet  celles  du 
théorème  et  du  problème. 

M.  Vincent  déclare,  sans  entrer  dans  aucune  explication,  qu'il  est 
évident  qjie  ce  ne  peut  être  là  le  sens.  Suivant  lui.  le  Porisme  est  ce 
qu'on  ajoute  pour  mettre  à  profit  un  résultat  obtenu ^  et,  mot  à  mot,  le 
Porisme  est  une  chose  proposée  en  vue  de  l acquisition  de  ce  qui  est 
proposé.  Suivant  moi,  ni  cette  traduction,  ni  ce  n)ot  à  mot  ne  sont  ad- 
missibles. Car,  en  ce  qui  concerne  le  mot  à  mot,  d'abord  l'adjectif 
démonstratif  ctvrcv  n'y  est  pas  rendu,  ce  qui  change  entièrement  le 
sens,  comme  dans  les  définitions  du  théorème  et  du  problème.  En  tra- 
duisant cet  adjectif,  on  trouve  un  mot  à  mot  qui  ne  diffère  plus  guère 
du  mien  que  par  la  signification  attribuée  au  terme  Trcpiyuo^,  que 
M.  Vincent  traduit  par  acquisition.,  tandis  que  je  le  tradïiis  par  décou- 
verte. Or  Proclus  nous  apprend  que  les  Porismes  sont^'e^'  choses  que  l'oTi 
recherche  expressément  et  qui  e.xi^ent  de  V invention .,  07ct  0'Tî7Ty.i  fxiv 
îU[.î7i(,)ç  êi  XpK^'')  ^t  comme  acquérir^  dans  de  telles  conditions,  c'est 
découvrir^  on  voit  que  la  signification  que  j'attribue  à  7r:piJuov  est  bien 
celle  qui  convient  dans  la  circonstance.  Quant  à  la  traduction  qu'il 
donne,  non-seulement  on  n'y  retrouve  en  aucune  façon  le  mot  à  mot, 
mais  encore  elle  n'a  aucun  rapport  avec  le  texte,  ni  pour  le  sens,  qu'on 
ne  peut  admettre  sans  dénaturer  les  définitions  du  théorème  et  du  pro- 
blème, ni  pour  les  termes,  car  si  TropiO/uto:  peut  signifier  acquisition  ou 
profit,  en  aucun  cas  il  ne  peut  signifier  mise  à  profit.  De  plus  ttiotuvc- 
/uii'oi'  et  -XfGTiiro/utînov  ne  veulent  dire  ni  ajouté  ni  obtenu. 
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(/)  MéTîy pct(p-/i  indique  un  changement  complet  et  non  une  simple 
modification,  ainsi  qu'on  le  reconnaît  par  la  seconde  définition  elle- 
même.  M.  Vi)icent  a  eu  égard  à  cette  observation  dans  son  mot  à  mot. 

[m]  M.  Vincent  et  moi  nous  avions  supposé  que  vtto  tmv  vîMTîpœv 
voulait  dire  par  certains  géomètres  modernes,-  mais  traduire  ainsi, 
c'était  restreindre  mal  à  propos  la  généralité  de  ce  fait  si  curieux 
d'une  nouvelle  définition  du  Porisme,  qui  avait  pris  la  place  de  la 
première,  et  qui  en  est  entièrement  différente.  Le  mot  à  mot  de 
M.  Vincent,  par  les  géomètres  plus  récents,  est  plus  exact.  Cependant 
je  crois  plus  exact  encore  de  dire  par  les  modernes,  car  ces  expressions 
v-n-Q  TCùv  viù)Tipct)v  sont  ici  opposées  à  o;  oLpXcuci,  les  anciens^  qu'on 
trouve  un  peu  plus  haut. 

(71)  ctvrxvrcL  vrof/iÇuv  ne  peut  pas  signifier  tirer  parti  des  connais- 
sances acquises.  M.  Vincent  répond  à  cette  objection  en  présentant  ce 
mot  à  mot  :  déduire  tous  les  corollaires  [des  propositions^,  ce  qui, 
certes,  n'a  aucun  rapport  avec  sa  traduction.  Or  il  ne  s'agit  ici  ni  de 
corollaires  ni  de  choses  à  déduire  des  propositions,  comme  les  corol- 
laires, mais  bien  de  choses  que  Von  recherche  expressément,  o^a,  ^nrii- 
Tai.  Ainsi  donc,  d'une  part  ce  mot  à  mot  prouve  que  M.  Vincent  aban- 
doime  sa  traduction,  et  on  voit  d'autre  part  qu'il  ne  donne  point 
encore  le  sens  du  texte. 

Quant  à  l'emploi  du  terme  corollaire  dans  ce  passage,  M.  Vincent 
lui-même  le  considère  comme  abusif.  Je  suis  en  cela  parfaitement  de 
son  avis,  mais  alors  pourquoi  faire  un  mot  à  mot  que  l'on  déclare 
soi  même  inadmissible  comme  mot  à  mot?  ce  n'est  certainement  pas 
l^t  l(>  moyen  de  se  justifier  d'avoir  donné  une  traduction  entièrement 
fautive. 

(o)  Rien  dans  le  texte  ne  peut  signifier  de  s'élever  au-dessus  des 
simples  éléments.  Les  mots  ro7ç  7roiXiioi;  rovroiç  ne  désignent  pas  les 
simples  éléments  de  géométrie,  comme  M.  Vincent  le  suppose  en  rem- 
plaçant rovToiç  par  ctvTolç,,  et  prenant  ensuite  avrolç  dans  le  sens  de 
uavol;,  niais  bien  les  trois  livres  d'Euclide  sur  les  Porismes,  car  l'ad- 
jectif démonstratif  rot^ro/ç  prouve  qu'il  s'agit  de  l'ouvragé  même  dont 
Pappus  parle.  Cet  ouvrage,  qui  était  unique  dans  son  genre  au  temps 
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de  Pappus,  est  sans  aucun  doute  considéré  ici  comme  contenant  les 
éléments  des  Porismes.  Ce  géomètre  appelle  de  même  des  éléments, 
fJXQiXÙ'x^  les  deux  livres  d'Apollonius  sur  les  lieux  plans. 

M.  Vincent  donne,  dans  sa  seconde  Nodce,  ce  mot  à  mot  :  usant 
avec  abus  de  ces  éléments.  Mais  en  cela  il  ne  fait  pas  attention  qu'en 
traduisant  rolîç  iroix^'ioiç  rovrofç  par  de  ces  éléments,  ces  mots  avec 
abus  sont  de  trop,  puisqu'ils  n'ont  été  introduits  d'abord  qu'en  chan- 
geant rovToiç  en  a.vTo7ç,  et  que  ce  changement  n'a  plus  Heu  mainte- 
nant. Quoi  qu'il  en  soit,  ce  mot  à  mot  est  loin  de  justifier  la  traduc- 
tion de  M.  Yincent. 

(/?)  Rien  dans  le  texte  ne  peut  signifier  obligés  de  se  renfermer  dans 
l'évidence  des  seuls  points  mis  en  question.  Le  mot  à  mot  de  M.  Vin- 
cent, et  Y  montrant  seulement  cela  même  qui  est  demandé,  prouve  bien 
que  ce  n'était  pas  là  le  sens.  L'adjectif  démonstratif  ctvro  n'est  pas  ou- 
blié ici  comme  dans  les  définitions  du  théorème,  du  problème  et  du 
Porisme.  Quant  à  ce  mot  à  mot  considéré  en  lui-même,  je  ferai  obser- 
ver qu'il  ne  rend  pas  suffisamment  l'adjectif  indéterminé  o  t/,  qui  équi- 
vaut au  latin  quodcumque  ou  quodlibet,  et  non  pas  seulement  à  quod. 
Car  la  seconde  définition,  à  laquelle  ce  passage  se  rapporte,  devait 
nécessairement  s'appliquer  à  toutes  les  propositions  de  l'ouvrage  d'Eu- 
clide.  Il  fallait  qu'en  en  prenant  une  au  hasard,  cette  définition  se 
trouvât  vérifiée,  autrement  elle  n'aurait  pas  eu  de  raison  d'être,  et  on 
ne  comprendrait  pas  qu'elle  eût  été  adoptée  aussi  généralement  que  le 
supposent  ces  termes  vtto  jcùv  viwrspôov. 

[q)  Rien  dans  !e  texte  ne  peut  signifier  mais  sans  pouvoir  en  j aire 
aucune  application.  Le  mot  à  mot  de  M.  Vincent,  mais  sans  en  déduire 
de  corollaires,  ne  justifie  en  aucune  manière  cette  traduction.  D'un 
autre  côté,  il  y  a  dans  ce  prétendu  mot  à  mot  une  inadvertance  nou- 
velle du  savant  helléniste.  Le  véritable  mot  à  mot  de  imn  7ropi(^ovraiv  Si 
rovTo  est  mais  ne  découvrant  pas  cela,  et  non  point  tnais  sans  eji  dé- 
duire de  corollaires  ;  rcvvo  est  ici  le  régime  de  TTopi^ovTcov.  M.  Vincent 
perd  de  vue  sans  cesse  ces  expressions  de  Proclus,  oaa  Ç>iTê7Ta/,  qui 
indiquent,  de  même  que  la  première  définition  du  Porisme.,  des  choses 
que  l'on  recherche  expressément  pour  elles-mêmes.  Le  véritable  sens, 
que  j'ai  tâché  de  rendre  après  quelques  hésitations  [voyez  dans  mes 
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Recherches  nouvelles  sur  les  Poiismes  l'annotation  (c)  de  ma  traduc- 
tion, et  dans  le  Supplément  le  §  lY,  6°  et  7^],  est  que  l'on  se  con- 
tentait, pour  justifier  la  nouvelle  définition,  d'ouvrir  le  Traité  des 
Porismes  et  de  poser  le  doigt  sur  n'importe  laquelle  des  solutions  don- 
nées par  Euclide,  sans  s'inquiéter  en  aucune  façon  des  raisonnements 
placés  entre  la  question  et  la  réponse.  En  rapprochant  cette  réponse 
de  la  question^  on  mettait  en  évidence  le  fait  matériel  dans  lequel  la 
nou\elle  définition  avait  sa  raison  d'être. 

(7^)  Au  lieu  de  sappujant  sur  la  définition,  il  faut,  mot  à  mot,  ré- 
futés par  la  définition,  ce  qui  est  le  sens  que  j'ai  adopté.  M.  Vincent 
le  rejette  dans  ces  termes  :  «  Il  y  a  évidemment  ici  une  distraction  de 
»  l'honorable  auteur,  qui  dit  tout  le  contraire  de  ce  que  signifie  le 
»  texte.  »  Si  quelqu'un  a  une  distraction  à  se  reprocher  en  ceci,  ce 
n'est  pas  moi;  car  en  traduisant  iMyxopi-ivoi  par  refîtes,  je  n'ai  fait 
aue  prendre  une  des  acceptions  données  par  le  Dictionnaire.  Il  est 
bien  vrai  que  ce  mot  peut  être  traduit  aussi  par  convaincus,  mais  il  ne 
s'ensuit  pas  que  ce  soit  là  le  sens.  Pappus,  après  avoir  signalé  l'incom- 
pétence des  auteurs  de  la  seconde  définition  du  Porisme  ou  de  ceux  qui 
l'adoptent,  exprime  évidemment  un  blâme  k  leur  adresse. 

Ce  qui  prouve  au  surplus  que  l'acception  que  j'ai  choisie  est  en  elfet 
celle  qui  convient  dans  le  cas  actuel,  c'est  que  la  nouvelle  définition  ne 
s'applique  point  à  ces  questions  :  ufi  cercle  étant  donné,  en  trouver  le 
centre;  deujc  grandeurs  commensurahles  étant  données,  en  trouver  la 
plus  grande  commune  mesure,  citées  par  Proclus  comme  pouvant 
donner  une  idée  de  ce  que  c'est  qu'un  Porisme.  Ce  sont  là  des  choses 
que  Von  propose  expressément  de  découvrir  conformément  à  la  première 
définition,  mais  en  quoi  chacune  de  ces  deux  choses  pourrait-elle  être, 
suivant  la  seconde  définition  mot  à  mot,  ce  qui  manque  à  l hypothèse 
d'un  théorème  local? Celie  seconde  définition  s'appliquait  aux  Poiisntes 
d" Euclide  seulement,  parce  qu'elle  avait  été  faite  sur  ces  Porismes 
mêmes  ;  mais  il  y  avait,  comme  on  le  voit  par  ces  exemples,  d'autres  Po- 
rismes pour  lesquels  elle  était  en  défaut,  tandis  que  la  première  n'était 
en  défaut  pour  aucun.  C'était  donc  contrairement  ix  celle-ci,  et  non  e?i 
s  appuyant  sur  elle,  qu'on  adoptait  la  seconde  définition. 

[s)  Il  ne  me  semble  pas  possible  que  t&)j  SiS'xay.ofjLi.œv  puisse  être 
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traduit,  comme  le  propose  M.  Vincent,  par  la  théorie.  Du  reste  il  adopte 
dans  son  mot  à  mot  ie  sens  que  j'ai  donné.  Je  fais  remarquer  à  ce 
sujet  que  cette  expression  la  théorie  des  Porismes.,  dont  M.  Vincent 
s'est  servi  dans  le  titre  de  sa  première  Notice  et  qu'il  a  reproduite  dans 
le  titre  de  la  seconde,  est  tout  à  fait  impropre.  L'objet  d'un  texte  grec 
n'est  pas  une  thr-orie  par  cela  seul  que  ce  texte  se  rapporte  à  un  ouvrage 
de  géométrie. 

[t]  Atto  'yvu^îQ'^y.orzç  ne  veut  pas  dire  d après  les  circonstances  si- 
gnalées ci-dessus.  1v(xQiÇ.y\'/,(>Toç  non  précédé  de  l'article  indique  une 
chose  dont  il  n'a  pas  encore  été  question,  ou  dont  on  parle  pour  la 
première  fois.  Il  s'agit  manifestement  de  la  circonstance  qui  a  donné 
lieu  à  la  seconde  définition  du  Porisme.  On  voit,  du  reste,  combien 
le  mot  à  mot  de  M.  Vincent,  d'après  ce  qui  est  arrivé,  ressenjble  peu  à 
sa  traduction. 

Ici,  pas  plus  que  dans  ce  qui  précède,  je  ne  vois  se  vérifier  cette  me- 
nace de  3L  Vincent,  ^  ce  ne  sera  pas  ma  faute  si  ce  mot  à  mot,  aussi 
»  consciencieux  que  je  puis  le  faire,  tourne  contre  celui  qui  Taura 
»   réclamé.    »  C'est  justement  le  contraire  qui  a  lieu. 

iii)  La  traduction  et  le  mot  à  mot  de  la  seconde  définition  présentés 
par  M.  Vincent,  savoir  :  le  Porisme  est  ce  qui  manque  à  Uhjpothèse 
d'un  théorème  local,  ne  diffèrent  point  du  mot  à  mot  que  j'avais  indi- 
qué moi-même,  mais  que  j'ai  complété  pour  le  rendre  plus  clair.  C'est 
ainsi  que  j'ai  traduit  :  le  Porisme  est  ce  qu'il  faut  ajoutera  ihjpothèse 
[pour  que  celle-ci  devienne  l'énoncé  d'un  théorème  local:  ce  qui  d'ail- 
leurs est  très-naturel,  car  l'énoncé  d'un  théorème  local  se  composant 
essentiellement  d'une  hypothèse  et  d'une  ajfumation,  il  parait  tout 
simple  d'admettre  que  ce  qui  manquait  dans  l'énoncé  était  Vaffirma- 
tion,  d'autant  plus  que  les  questions  étaient  présentées  sous  forme  de 
problèmes.  0\-  M.  Vincent  repousse  l'interprétation  que  cette  traduc- 
tion exprime.  Il  n'élève  d'ailleurs,  qu'on  le  remarque  bien,  aucune  ob- 
jection contre  cette  inteiprétatioii  même;  je  dois  donc  me  borner  ici 
à  montrer  que  celle  qu'il  prétend  être  la  véritable  ne  saurait  être 
admise. 

«  Si  le  Porisme,  dit  M.  Vincent  dans  sa  première  Notice,  ajoute  a 
»   l'hypothèse  d'un  théorème  local,  par  là  même  il  introduit  la  déter- 
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ï)  inination  clans  un  problème  qui,  en  soi,  était  indéterminé;  et  s'il 
ty  trouve  à  se  placer  dans  un  lieu  géométrique,  ce  n'est,  en  quelque 
»  sorte,  qu'en  éliminant  celui-ci,  bien  loin  de  le  constituer.  «  Il  cite 
à  ce  sujet  deux  théorèmes  locaux  donnés  par  Proclus,  savoir,  l'espace 
compris  entre  deux  parallèles,  qui  est  le  lieu  des  parallélogrammes 
équivalents  construits  sur  la  même  base,  el  le  segment  capable  d'un 
angle  donné,  qui  est  pareillement  le  lieu  des  angles  égaux  à  l'angle 
donné.  «  Dans  le  cas  du  parallélogramme,  continue  M.  Vincent,  il 
»  manque  soit  son  sommet,  soit  l'inclinaison  des  côtés  sur  la  base,  con- 
))  ditions  nécessaires  pour  faire  disparaître  l'indétermination.  Dans  le 
•»  segment  capable  d'un  angle  donné,  il  manque  de  même  soit  le  som- 
))   met  de  cet  angle,  soit  la  direction  d'un  côté,  etc.  [*]  » 

La  seconde  Notice  de  M.  Vincent  fait  connaître  plus  complètement 
sa  pensée  à  cet  égard.  Il  la  résume  ainsi  ;  «  Le  caractère  essentiel ie- 
»  ment  local  du  théorème  ayant  été  bien  établi,  quelle  en  est  l'hypo- 
)'  thèse?  et  que  manque-t-il  à  cette  hypothèse  pour  constituer  un  Po- 
))   risme  ou  un  problème  déterminé?  » 

Ainsi  donc,  ce  qui  pour  lui  constitue  l'essence  du  Porisme,  c'est  ce 
que  ion  ajoute  à  V hypothèse  du  théorème  local  pour  faire  de  ce  théo- 
rème un  problème  déterminé,  et  ce  problème  déterminé  est  un  Porisrne. 

Afin  d'être  plus  clair,  je  prends  pour  exemple  le  théorème  local  que 
voici  :  Etant  donné  deux  points  x^  ô  et  deux  droites  a/3,  a.y,  dont 
la  seconde  soit  parallèle  à  zô  ,  si  l'on  mène  dun  point  i  de  a/3  les 


[*]  M.  Vincent  ajoute  :  «  On  reconnaîtra  sans  peine  que  cette  notion  antique  du  lieu 
»  géométrique,  analogue  à  l'idée  que  les  modernes  attachent  à  la  même  expression, 
»  en  diffère  cependant  d'une  manière  essentielle.  Or  il  me  paraît  évident  que  l'idée  mo- 
»  derne,  substituée  à  l'idée  ancienne,  n'a  pas  peu  contribué  à  obscurcir  la  véritable  et 
«   simple  notion  des  Porismes,  comme  la  suite  de  cette  Notice  le  montrera.    » 

On  ne  trouve  rien,  à  la  suite  de  ce  passage,  soit  dans  \a première  Notice  de  M.  Vin- 
cent, soit  dans  la  seconde,  qui  fasse  comprendre  ce  qu'il  veut  dire  par  là.  Quoi  qu'il  en 
soit,  Pappus,  qui  certainement  possédait  la  vraie  notion  du  Porisrne,  présente  les 
énoncés  des  lieux  conformément  à  l'idée  moderne,  et  on  remarque  même  parmi  les 
Ueu.r  plans  d'Apollonius  les  deux  exemples  que  cite  IM.  Vincent  d'après  Proclus.  Ils 
font,  sous  cette  forme  moderne,  l'objet  des  troisième  et  quatrième  énoncés  du  premier 
livre.  Voyez  le  §  \"  de  V Appendice  qui  fait  suite  à  mes  Recherches  nouvelles  sur  les 
Porismes  d'Euclidr. 
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droites  *•/..,  t^,  les  segments  aZ ,  an  qu'elles  détermineront  sur  ay  seront 


entre  eux  dans  un  rapport  constant,  c'est-à-dire  toujours  le  même 
quelle  que  soit  la  position  du  point  i  sur  la  droite  ctQ.  Cette  proposition 
est  l'une  de  celles  que  présente  M.  Yincent  dans  sa  seconde  Notice. 
Je  la  réduis  ici  à  ses  termes  essentiels,  maison  en  retrouvera  plus  loui 
l'énoncé  tel  que  M.  Vincent  le  donne.  Voir  3.  ce  sujet  l'annotation  [z'). 

L'hypothèse,  dans  ce  théorème  local.,  consiste  en  ceci  :  Etant  donné 
deux  points  ;6,  ô  et  deux  droites  cl^^  ay,  dont  la  seconde  soit  parallèle 
à  'kS:,  si  l'on  mène  d'un  poiîit  g  de  a/3  les  droites  ez,  îQ.  L'affirmation  est 
que  les  segments  ctÇ^  cl'a.,  que  les  droites  îx,,  iS  détermineront  sur  uy,  se- 
ront entre  eux  dans  un  rapport  constant,  c'est-à-dire  toujours  le  même 
quelle  que  soit  la  position  du  point  s  sur  la  droite  aj3.  On  peut,  pour 
fixer  les  idées,  supposer  que  le  rapport  constant  est  celui  de  deux  ser- 
ments acT,  cty,  déterminés  par  les  deux  droites  j8;t,  /3G,  mentes  d'un 
point  donné  /3. 

Suivant  M.  Vincent,  le  Porisme  complet  correspond  précisément  au 
cas  où,  étant  donné  la  droite  ô;t  et  le  point  ?,  on  demande  les  points  Ç,  /; 
(c  ou  plutôt,  ajoute-t-il,  où  l'on  établit  que  les  distances  a^,  a»  sont 
»  entre  elles  dans  un  rapport  donné,  celui  de  «cT  à  cty.  n 

Ainsi  donc  ce  qui  fait  V essence  du  Porisme,  ce  qui  manque  à  l'hypo- 
thèse du  théorème  local.,  se  réduit  simplement  à  ce  que  le  point  é  soit 
donné.  De  sorte  que  si  l'on  se  donne  la  distance  a«,  cette  distance  sera 
le  Porisme;  ou  plutôt  le  Porisme  ne  serait  autre  chose  que  la  mention, 
introduite  dans  Ihjpothèse,  que  le  point  ê  est  donné. 

Or,  la  question  étant  ainsi  posée,  il  est  facile  de  conclure.  En  effet  : 

1°.  L'introduction  de  cette  condition  dans  l'hypothèse  du  théorème 
local,  en  fait  un  théorème  ordinaire,  et  non  point  un  problème,  comme 
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il  le  faudrait,  puisque  Proclus  se  sert  de  la  dénomination  de  prohlèmes 
pour  désigner  les  Porismes  d'Eiiclide. 

1°.  Cette  condition  elle-même  n'a  rien  de  commun  avec  la  première 
définition  du  Porisme,  traduite  comme  j'ai  montré  qu'il  faut  le  faire- 

3°.  On  ne  peut  en  aucune  manière  lui  ajjpliquer  ces  expressions 
caractéristiques  de  Proclus,  ojo.  i^miiTui  /^ji ,  ivpîJîcDç  cTg  Xp^C^'^  ''^-  '^-  '^••> 
car  évidemment  il  n'y  a  là  rien  à  chercher,  rien  qui  exige  de  l'in- 
vention. 

4*^.  Comment  supposer  qu'Euclide  ait  écrit  un  traité  considérable 
dont  une  chose  aussi  complètement  dépourvue  de  tout  caractère  sail- 
lant aurait  été  l'objet  principal?  et  à  quel  titre  ce  que  l'on  ajoute  ainsi 
à  l'hypothèse  d'un  thdoième  local,  pour  détruire  l'indétermination, 
pourrait-il  avoir  fixé  l'attention  au  point  de  devenir  la  définition  même 
du  Porisme? 

Telles  sont  les  objections  que  soulève  l'interprétation  de  la  seconde 
définition  du  Porisme  proposée  par  le  savant  helléniste.  Je  n'aurais 
point  osé  les  lui  adresser  avant  la  publication  de  sa  seconde  Notice. 
Cette  interprétation  me  semblait  en  effet  si  singulière,  que  je  craignais 
de  la  lui  attribuer  à  tort.  J'avais  même  supposé  que,  dans  sa  pensée, 
les  Porismes  ainsi  conçus  devaient  être  incorporés  aux  propositions  du 
Traité  des  Porismes  et  en  faire  partie  intégrante,  ce  qui  me  semblait 
être  indispensable  dans  un  ouvrage  dont  ces  Porismes  étaient  l'objet 
même.  Et  alors  les  seules  objections  que  je  pusse  lui  adresser  à  ce 
sujet  étaient,  en  premier  lieu,  qu'on  ne  voyait  pas  pourquoi  le  Po- 
risme s'ajoutait  à  Vhjpothèse  et  non  à  Vénoncé  tout  entier  du  théo- 
rème local,  et  en  second  lieu  que,  le  Porisme  une  J ois  introduit.^  les 
propositions  devenaient  sans  exception  aucune  exclusives  de  toute  in- 
détermination, ce  qui  était  contredit  parles  propositions  indéterminées 
données  par  Pappus  dans  sa  Notice  même  sur  les  Porismes. 

Mais  la  pensée  de  M.  Vincent  est  aujourd'hui  mieux  connue  :  Il  se 
défend  d'avoir  jamais  dit  que  les  propositions  d'Euclide  dussent  être, 
sans  exception  aucune  ^  exclusives  de  toute  indétermination  H  admet 
au  contraire  maintenant  qu'il  y  avait  dans  le  Traité  des  Porismes  des 
propositions  indétetmiTiées,  c'est-à-dire  séparées  de  leurs  Porismes,  et 
que  ces  propositions  y  étaient  en  assez  grand  nombre  pour  avoir 
donné  lieu  à  la  seconde  définition  du  Porisme.  A  la  fin  de  sa  seconde 
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Notice,  il  en  présente  plusieurs,  obtenues  par  un  procédé  que  j'avais 
moi-même  indiqué  dans  mes  Rechercfies  nouvelles  sur  les  Porismes 
(Commentaire,  §  XVI),  et  qui  consiste  a  prendre  les  réciproques  des 
lemmes  de  Pappus  relatifs  aux  Porismes. 

M.  Vincent  va  même  plus  loin.  Se  ravisant,  il  se  laisse  aller  à  donner 
le  nom  de  Porismes  à  quelques-unes  de  ces  propositions,  qui  sont  des 
théorèmes  locaux,  et  cela  avant  dj  avoir  introduit  ce  qu'il  prétend  être 
le  Porisme,  c'est-à-dire  ce  qui  doit  Jaire  disparaître  r indétermination. 
Voici  donc  des  théorèmes  locaux  qui  se  trouvent  être  des  Porismes.  11 
est  vrai  que  M.  Vincent  se  hâte  d'ajouter  quils  deviennent  des  Po- 
rismes complets,  ou,  pour  me  servir  de  son  autre  expression,  aussi 
très-peu  justifiée,  des  problèmes  déterminés,  lorsqu'on  particularise 
quelque  chose  dans  Vhjpottièse ,  particularisation  qu'il  considère 
comme  étant  le  Porisme  proprement  dit.  De  sorte  que,  tout  compte 
fait,  voilà  trois  Porismes  différents  :  i'^  le  théorème  local,  appelé  sim- 
plement Porisme  ;  2°  \e  problème  déterminé,  qui  est  le  Porisme  com- 
plet; 3°  le  Porisme  proprement  dit,  celui  de  la  définition,  qu'il  faut 
ajouter  au  simple  Porisme  pour  avoir  le  Porisme  complet. 

Mais  dans  ces  exemples,  c'est  le  simple  Porisme,  le  théorème  local, 
qui  est  mis  en  évidence,  qui  appelle  l'attention  du  lecteur;  du  moins 
M.  Vincent  fait  tout  ce  qu'il  faut  pour  qu'on  croie  que  telle  est  en 
effet  son  intention.  Quant  aux  deux  autres,  le  rôle  qui  leur  est  attribué 
ne  semble  en  aucune  façon  pioportionné  a  leur  importance.  On  sent 
même  que  ces  prétendus  Porismes  (le  Porisme  complet  et  le  Porisme 
proprement  dit)  pourraient  disparaître  tout  à  fait  sans  aucun  inconvé- 
nient, et  on  se  demande,  en  lisant  la  seconde  Notice  de  M.  Vincent, 
jusqu'à  quel  point  il  tient  à  conserver  ces  PorismesAa,  concurremment 
avec  ce  qu'il  appelle  maintenant  le  simple  Porisme. 

Pour  achever  cette  démonstration,  je  vais  appliquer  à  l'exemple  ci- 
dessus  l'interprétation  que  je  donne  de  cette  seconde  définition,  sa- 
voir, que  le  Porisme  est  ce  qu  il  faut  ajouter  à  V  hypothèse  [pour  que 
celle-ci  devienne  renoncé)  d'un  théorème  local. 

Voici  d'abord  l'hypothèse,  ou  la  question  à  résoudre  :  Étant  donne 
deux  points  ;c,  6  et  deux  droites  fixes  a/3,  ay,  dont  la  seconde  soit  pa- 
rallèle à  x9;  si  Von  mène  d'un  point  é  de  a '6  les  droites  ia.,  iS,  ces  droites 
détermineront  sur  ary  deux  segments  a^,  a/i,  qui  varieront  ensemble  avec 
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la  position  du  point  s  sur  a/3  ;  on  propose  de  découvrir  la  relation  qui 
existe  entre  ces  deux  segments? 

Je  fais  remarquer  en  passant  que  la  question  est  présentée  sous 
forme  de  problème^  comme  cela  est  nécessaire;  qu'il  s'agit,  conformé- 
ment à  la  première  définition,  d'une  chose  que  Von  demande  de  décou- 
vrirai qui  est  le  Porisme  même;  que  celte  chose  doit  être  recherchée 
expressément  et  exige  de  l'invention^  suivant  ce  qui  est  exprimé  par 
Proclus. 

La  réponse  à  cette  question  est  que  cl'Ç  est  à  a.v\  dans  un  rapport  con- 
stant. C'est  le  Porisme  du  premier  livre  d'Euclide,  consistant  en  ce  que 
telle  droite  est  à  telle  autre  dans  un  rapport  constant. 

Or  en  joignant  cette  réponse  à  l'hypothèse  renfermée  dans  la  ques- 
tion, on  a  ce  théorème  local  :  Etant  donné  deux  points  z,  ô  et  deux 
droites  ct(i,  ay,  dont  la  seconde  soit  parallèle  à  zQ,  si  l'on  mène  d'un 
point  i  de  a^  les  droites  ix.,  <9,  les  segments  ct(^  ay\  qu  elles  détermine- 
ront sur  ay  seront  entre  eux  dans  un  rapport  constant^  c  est-à-dire 
toujours  le  même  quelle  que  soit  la  position  du  point  i  sur  la  droite  a^. 
La  seconde  définition,  telle  que  je  l'interprète  en  la  traduisant,  est 
donc  entièrement  vérifiée  aussi  bien  que  la  première,  et  cela  en  offrant 
à  Tesprit  un  fait  assez  important  pour  donner  l'idée  d'une  définition 
du  Porisme,  ce  qui  n'existe  pas  dans  l'interprétation  que  M.  Vincent 
prétend  être  la  véritable. 

Observons  enfin  que  la  raison  du  débat  qui  s'était  élevé  sur'la  ques- 
tion de  savoir  si  les  propositions  d'Euclide  appartenaient  au  genre  des 
théorèmes  ou  à  celui  des  problèmes ,  apparaît  ici  avec  évidence.  Pour 
ceux  qui  ne  s'arrêtent  qu'à  la  forme  de  l'énoncé,  il  s'agit  d'un  problème. 
Pour  ceux  qui  font  attention  que  la  question  et  la  réponse  constituent 
ensemble  un  théorème.,  et  que  la  solution  ne  consiste  pas  dans  une 
opération  àjaire,  il  s'agit  d'un  théorème.  La  raison  de  ce  débat  n'existe 
plus  dans  la  supposition  de  M.  Vincent. 

On  voit  par  cette  discussion  quelles  sont  les  conditions  auxquelles 
il  faut  satisfaire  pour  interpréter  convenablement  la  seconde  définition 
du  Porisme.  Je  crois  avoir  surabondamment  démontré  que  M.  Vin- 
cent n'en  tient  aucun  compte,  et  qu'il  se  trompe  complètement. 

{v)  Dans  le  genre  des  Porismes  n'est  pas  ce  que  le  texte  signifie.  II 
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laut  traduire,  mot  a  mot,  dans  ce  genre  de  Porisines,  savoir  celui  au- 
quel s'applique  la  seconde  définition,  ce  qui  doit  s'entendre  de  tous  les 
Porismes  d Euclide^  puisque  cette  définition  était  justifiée  par  tous  ces 
Porismes. 

Ce  genre  se  divisait  en  plusieurs  espèces,  dont  une  comprenait  les 
lieux,  c'est-à-du'e  des  propositions  locales  dans  lesquelles  ce  qu'il  fal- 
lait découvrir  élait  la  nature  d'un  lieu  géométrique  ;  en  effet,  les  théo- 
rèmes locaux  dans  lesquels  l'affirmation  portait  sur  la  nature  d'un  lieu 
géométrique ,  avaient  reçu  la  dénomination  de  lieux.  Tels  sont  les  lieux 
plans  d'Apollonius,  dont  Pappus  nous  a  transmis  les  énoncés,  soit 
qu'on  leur  conserve  la  forme  sous  laquelle  ils  sont  présentés  par  Pap- 
pus, soit  que  l'on  adopte  la  forme  sous  laquelle  Eutoce  nous  fait  con- 
naître un  de  ces  énoncés.  En  les  mettant  sous  forme  àe  problèmes.,  on 
a  les  lieux  du  Traité  des  Potismes. 

{x)  'TCXiovct^outTi  se  rapporte  à  totcci.  c'est-à-dire  aux  lieux,  et  non 
point  aux  Porismes,  comme  M.  Vincent  le  suppose  arbitrairement.  Ce 
qui  vient  ensuite  fait  voir  qu'en  effet  c'est  de;?  lieux  qu'il  s  agit. 

{j")  iv  rcû  ctvaXvo/utivcà  se  traduit  parfaitement  sans  qu'il  soit  néces- 
saire  de  supposer  avec  M.  Vincent  que  roTry  est  sous-en tendu.  ïc 
cvjttKx)QfjLî\iQv  n'est  autre  chose  que  le  lésolu  ou  le  résultat  des  recher- 
ches géométriques,  ou  encore  ces  recherches  elles-mêmes.  Pappus 
exprime  simplement  que  les  lieux  s'y  rencontrent  en  grand  nombre. 
Or  ceci  ne  doit  s'entendre  évidemment  que  du  Traité  des  Porismes ^ 
lequel  renfermait  des  lieux,  comme  nous  le  verrons  bientôt,  et  non 
point  des  autres  traités  dont  il  est  fait  mention  dans  la  préface  du  sep- 
tième livre  de  Pappus  [*].  Ce  géomètre  parle  ici  du  Traité  des  Po- 
rismes, et  ce  qu'il  dit  doit  s'y  rapporter. 


[*]  M.  Vincent  n'admet  pas  cette  expression  lieu  résolu  par  laquell-.-  on  a  traduit 
rÔTTOf  k'iciX'jof^i)i6z,  qni  est  le  nom  que  portait  chez  les  Grecs  l'ensemble  des  traités  for- 
mant l'objet  de  la  préface  du  septième  livre  de  Pappus.  Il  considère  le  mot  âv«>.uo^f>ûî 
comme  appartenant  à  la  voix  moyenne  et  non  au  passif.  Je  ne  vois  pas  comment  cette 
manière  de  traduire  peut  donner  en  français  lieu.T  [communs)  de  V analyse.  Comme  il 
s'agit  d'une  chose  qui  n'intéresse  pas  la  question  des  Porismes,  je  me  boine  à  cette 
simple  remarque. 

Tome  m  (2*  série).—  A\ril  i858.  '  ^ 
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(z)  Fojez,  pour  la  signification  rie  ces  mots  ;cêX&)fio-wêi'û>;  Si  rcov 
7Topi7ju^ra)y,  le  Supplément  aux  Recherches  nouvelles  sur  les  Poris- 
mes,  §  IV,  8".  Je  dois  reconnaître  toutefois  que  ces  mêmes  mots  peu- 
vent aussi  s'interpréter  assez  naturellement,  en  supposant  qu'ils  expri- 
ment le  fait  matériel  de  la  séparation  des  Porismes-lieux  d'avec  les 
autres  espèces  de  Porismes,  auxquels  se  rapporterait  alors  le  terme 
TropiTwiTGJv.  Je  traduis  même  aujourd'hui  conformément  à  cette  in- 
terprétation ;  niais  celle  que  j'avais  adoptée  en  premier  lieu  constitue 
en  elle-même  une  conjecture  digne  de  quelque  attention.  Elle  serait 
surtout  plausible  s'il  était  admis  que  le  Traité  fies  Porismes  renfermait 
non-seulement  des  questions  résolues,  mais  encore  d'autres  questions 
non  résolues  présentées  comme  exercices. 

[a'}  Ce  que  M.  Vincent  fait  dire  à  Pappus  revient  en  définitive  à 
ceci  :  les  Porismes  sont  dans  le  Traité  des  Porismes.  Si  Euclide  avait 
dû  prendre  ses  Porismes  dans  les  autres  traités  du  lieu  résolu,  il  n'au- 
rait pu  en  trouver  que  dans  les  lieux  solides  (rAristée  l'Ancien,  puis- 
que Apollonius  et  Ératosthènes  sont  venus  trop  longtemps  après 
Euclide  pour  que  celui-ci  ait  pu  être  à  même  de  profiter  de  leurs 
travaux.  Évidemment  c'est  des  lieux  qu'il  s'agit,  et  non  des  Porismes 
en  général.  Ce  que  le  géomètre  grec  veut  dire,  c'est  que  les  Z/d?/JC,  par 
suite  de  leur  2;rand  nombre,  sont  réunis  en  groupes  dans  les  trois  livres 
d' Euclide. 

{b')  Cette  phrase  ne  se  rapporte  pas  aux  lieux  en  général.  J'en  ai 
dit  la  raison  dans  le  Supplément  aux  Recherches  nouvelles  sur  les  Po- 
rismes, §  IV,  8°.  D'ailleurs  yovv  signifie  eimefjet^  et  non  en  général  [**]. 

[c)  Voyez  également,  sur  ce  point,  le  Supplément  aux  Recherches 
nouvelles  sur  les  Porismes ,  §  IV,  8**. 


[*j  M.  Vincent  ne  se  trompe  pas  seulement  sur  le  sens  de  ces  divers  détails  relatifs 
aux  lieu.r.  Il  se  trompe  aussi,  et  très-complctement,  dans  tout  ce  qu'il  dit  du  septième 
livre  de  l'appus.  Il  prend  les  trente-huit  lemmes  relatifs  aux  Porismes  pour  «  une  ana- 
»  lyse  développée  des  trois  livres  de  Porismes  composés  par  Euclide;  »  bien  plus,  il 
croit  que  tout  ce  septième  livre  est  rempli  de  Porismes.  «  Il  faut  remarquer,  en  effet , 
»  dit-il,  que  les  Porismes  ne  se  trouvent  point  exclusivement  dans  les  trois  livres  dus 


PURES  ET  APPLIQUÉES,  ii5 

[d')  J'incline  à  croire  que  le  terme  77-3p/7;wa7/  s'applique  ici  aux  pro- 
positions autres  que  les  lienjc.  Car  on  ne  comprend  guère  comment 
l'énoncé  d'une  question  qui  se  résout  par  la  découverte  de  la  nature 
d'un  lieJi  gcoinéfrique  pourrait  comporter  des  sous-entendus.  Il  en  est 
autrement  des  questions  qui  correspondent  aux  théorèmes  locaujc, 
c'est-à-dire  dans  lesquelles  la  réponse  ou  \à.  solution  est  l'énoncé  d'une 
propriété  d'un  lieu  géométrique  dont  la  nature  est  connue.  Il  pouvait 
arriver  alors  que  l'énoncé  de  la  question  ou  Yhypothése  ne  fit  pas  con- 
naître certaines  choses,  très-essentielles  cependant,  par  exemple  cer- 
tains points  à  partir  desquels  on  sous-entendait  que  des  segments 
variables  devaient  être  niesurésJorsqu'il  s'agissait  de  relations  segmen- 
taires.  On  sait  qu'en  pareille  circonstance  la  forme  de  la  relation  dé- 
pend, du  choix  de  ces  points.  Or  si  le  lecteur  n'est  pas  prévenu  que 
l'on  raisonne  dans  une  certaine  hypothèse,  il  pourra  se  trouver  dans 
le  cas  indiqué  par  Pappus.  Je  soumets  cette  conjecture  aux  géomètres, 
sans  nie  dissimuler  qu'elle  laisse  encore  beaucoup  d'incertitude  dans 
l'esprit. 


»  à  Euclide,  dont  Pappus  fait  une  mention  spéciale  ,  n7ais  que  tout  le  septième  livie  de 
)i  Pappus  en  est  implicitement  rempli.  »  Cette  idée  s'est  si  bien  emparée  de  son  esprit 
que,  trouvant  au  commencement  de  la  préface  de  ce  livre,  dans  l'énumération  des  dé- 
tails que  Pappus  se  propose  de  donner  dans  ses  notices  sur  les  écrits  composant  le  rîno? 
«>flsAt/o/«£»oç,  cette  mention  «A>i«  xa<  Tee.}.y,f6fAxra:  TU,  Çjjrotî^era,  il  se  persuade  (|u'il  faut  lire 
ky^Xùc  KitiTuX:r,f.'.f4.tf,Tx  Kdt  tU  ^fiTouiii-jx.  faisaHt  dire  à  Pappus  une  chose  qui  n'est  pas,  car 
chaque  notice  est  terminée  par  l'indication  du  nombre  de  lemines  de  ce  septième  livre 
qui  se  rapportent  à  l'ouvrage  auquel  la  notice  est  consacrée.  Sil  fallait  absolument  une 
correction  en  cet  endroit,  je  proposerais  de  lire  ri  Xy,^ua.Tci  ùc,  rù,  ^Kroûf^ii».  La  prépo- 
sition w;  convient  d'autant  mieux  ici  que  les  deux  premiers  lemmes  pour  les  Porismes 
sont  accompagnés  de  ces  mentions  tùZ  Trparou  ûç  rr  Trpârov,  e/ç  to  êtûripo} . 

Pour  en  revenir  au  contenu  de  ce  septième  livre,  je  ferai  remarquer  d'abord  que  ces 
termes  du  titre  de  sa  préface  eC^auo*  Tnçtî^ot  ru  XfjfCfiocT»  roûéifi^uoftîvtu  rô-xou,  indiquent 
clairement  que  Pappus -n'y  donne  que  des  ie/nni  es  proprement  dits,  et  ensuite  que 
cette  conclusion  est  entièrement  conlirmée  par  l'examen  de  ceux  de  ces  lemmes  qui 
sont  relatifs  à  des  ouvrages  parvenus  jusqu'à  nous,  par  exemple  aux  sept  premiers 
livres  des  Coniques  d'Apollonius.  Il  ne  peut  s'élever  aucun  doute  sur  la  nature  et  la  des- 
tination de  ces  propositions  au.Tiliaires.  Voyez  au  surplus  ce  que  j'ai  dit  des  lemmes 
dans  mes  Recherches  nouvelles  sur  les  Porismes  (matériaux  et  historique  de  la  question, 
§IV). 

1 .!) . . 
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La  nouvelle  interprétation  que  j'ai  donnée  des  termes  ypu(pyi,  avro- 
S'zi'^iç  et  i7rî/'x(pa,hov7a.,  employés  par  Pappus  dans  la  seconde  phrase 
de  cette  Notice  sur  les  Porismes,  fait  d'ailleurs  disparaître  une  difficulté 
que  j'avais  signalée  dans  mes  Recherches  nouvelles  sur  les  Porismes 
(Œuclide  (Commentaire,  §X). 

[e')  M.  Vincent  fait  dire  ici  à  Pappus  exactement  le  contraire  de  ce 
que  dit  le  texte.  En  effet,  ces  expressions,  TnpiKu&iïv  ^i  TroAha,  fxià  ■rtpo- 
lsL7ii,  ne  signifient  point  et  un  énoncé  unique  faire  ressortir  de  nom- 
breuses propriétés^  \xv^\s  faire  entrer  ou  condenser  dans  un  énoncé  unique 
beaucoup  de  propositions  du  Traité  des  Porismes.  C'est  dans  ce  sens 
qu'on  trouve,  et  que  M.  Vincent  lui-même  traduit,  A/o  xct)  TnpiKcL^uv 
ravrotç  îv  /usoi  -TtpoT/zŒît.  On  trouve  encore  dans  la  notice  relative  aux 
Contacts^  TrciXiv  juia,  TnpiKctQcûv  ctTTy.vrcL  TrpoTct^n,  et  dans  celle  relative 
aux  Lieux  plans,  jund  7rcpi?\ctQùùv  7rpoTct7it.  Dans  chacune  de  ces  cir- 
constances Pappus  donne  nn  énoncé  qui  en  résume  d'autres  en  nombre 
plus  ou  moins  grand.  De  plus,  la  phrase  où  se  trouvent  ces  expressions 
n'a  point,  avec  la  précédente,  le  rapport  indiqué  par  les  mots  en  ejjet 
qu'emploie  M.  Vincent.  Ce  que  Pappus  veut  dire,  c'est  qu'il  ne  peut 
pas  donner  pour  le  Traité  des  Porismes  des  énoncés  généraux  dans  le 
genre  de  ceux  où  il  a  résumé  les  propositions  des  ouvrages  d'Apollo- 
nius, dont  les  notices  précèdent  celle  des  Porismes. 

\J')  Absolument  impossible  n'est  pas  tout  à  fait  le  sens.  La  chose 
est  seulement  très-peu  possible.  On  pouvait  réunir  des  propositions, 
mais  il  n'y  en  aurait  eu  en  général  qu'un  si  petit  nombre  dans  chaque 
groupe,  que  la  chose  n'en  valait  pas  la  peine. 

(g')  «  Je  pense,  dit  M.  Vincent,  qu'il  y  a  dans  l'expression  grecque 
w  ce  que  l'on  nomme  anacoluthe ,  et  que  l'effet  est  ici  remplacé  par  la 
')  cause.  On  peut  en  juger  par  la  suite  logique  des  idées.  »  Il  est  évi- 
dent qu'il  faut,  au  contraire,  prendre  ici  le  mot  à  mot,  puisque  Pappus 
dit  un  peu  plus  loin  qu'Euclide  n'a  mis  dans  son  traité  que  les  prin- 
cipes et  les  germes  seulement  de  nombreuses  et  grandes  foules  de  propo- 
sitions. 

[h' j  Cette  expression  sur  la  totalité  nu  rend  pas  le  sens  du  texte. 
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Cette  nouvelle  erreur  de  M.  Vincent  est  une  conséquence  de  celle  que 
je  signale  dans  l'annotation  qui  précède. 

(i')  La  phrase  que  ^l.  Vincent  commence  par  ces  mots,  cest  ainsi 
que^  a  pour  objet  une  exceptioii  k  ce  fait  que  généralement  les  groupes 
de  propositions  du  Traité  des  Porismes  susceptibles  d'être  réunies 
dans  un  seul  énoncé,  n'en  comprendraient  qu'un  très-petit  nombre.  En 
pareil  cas.  le  terme  convenable  est  cependant . 

[j')  Il  est  évident  que  Pappus  dit  ici  qu'il  y  avait  dans  le  premier 
livre  des  Porismes  une  suite  ou  un  groupe  de  propositions  appartenant 
à  cette  espèce  des  lieux  plus  abondamment  répandus  que  les  autres, 
et  que  ces  propositions  étaient  toutes  analogues  entre  elles,  circon- 
stance qui  lui  permet  de  les  comprendre  dans  un  énoncé  unique. 

Toutefois  le  texte  est  altéré,  de  sorte  qu'on  est  privé  du  secours  d'un 
mot  à  mot.  On  a,  il  est  vrai,  la  ressource  des  restitutions  conjectu- 
rales. J'en  ai  proposé  une  dans  mes  Recherches  Jiouvelles  sur  les  Po- 
rismes dEuclide  (Commentaire,  §  XIII).  M.  Vincent  entre  de  son 
côté  dans  cette  voie,  et  propose  une  autre  restitution,  qui  consiste  a 
remplacer  S'iSc.fjjivov  par  SiSorjLivoùv^  et  à  supposer  que  tt^oç  af/jw  Jg- 
S^'-jfjjivcjùv  ^\^\\\Çiç,  pour  hase  des  données\^\\  de  sorte  qu'il  s'agirait  d'une 


[*]  Ces  deux  restitutions  sont  faites  dans  l'hypothèse  qu'il  y  a  un  point  avant  les 
mots  ^r-àç  ècr/Tit.  Or  il  faut  faire  attention  que  dans  le  texte  de  Halley  il  y  a  un  point 
après  ces  deux  mêmes  mots.  Dans  les  manuscrits  de  la  Bibliothèque  Impériale  n"*  2368 
et  2440»  iJ  n'y  a  de  point  ni  avant  ni  après  îrciç  <ip;>;î?i',  et  M.  Vincent  en  a  conclu ,  un 
peu  précipitamment,  ce  me  semble,  que  j'avais  affirmé  une  chose  fausse  dans  mes  Re- 
cherches nouvelles  [  matériaux  et  historique  de  la  question,  §  I,  note  {f  \  -Te  m'étais  mal 
expliqué,  il  est  vrai ,  mais  j'avais  parlé  de  Halley  en  même  temps  que  des  manuscrits, 
ce  qui  aurait  dû  mettre  en  garde  M.  Vincent.  J'avais  d'ailleurs  donné  le  texte  d'après  ces 
mêmes  manuscrits  n"^  2368  et  il^ù^o ,  c'est-à-dire  sans  mettre  de  point  ni  avant  ni  après 
w^à;  ctf^yjy,  tandis  qu'il  y  en  a  un  après  ces  mots  dans  le  texte  de  Hallev,  et,  par  suite  , 
très-probablement  aussi  dans  les  manuscrits  dont  ce  géomètre  s'est  servi.  Quant  à  la 
lettre  majuscule  qui  suit  le  point  après  vroo^  ùfi^ijv  dans  cette  note  (/),  elle  n'est  là  que 
par  une  erreur  d'impression. 

Si  l'on  voulait,  d'après  ces  remarques  ,  placer  la  coupure  après  ?rpo«  '■^fZ'i*  >  ^^^  mots 
sembleraient  devoir  se  rapporter  à  cet  autre  endroit  de  la  >"otice  de  Pappus  où  il  dit 
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dizaine  de  lemnies.  Or  cela  n'est  pas  admissible,  aucini  doute  ne  pou- 
vant s'élever  sur  i'inlention  de  Pappus.  Il  s'agit  bien  de  dix  proposi- 
tions du  Traité  des  Pcvisines,  et  non  d' wue  dizaine  de  lemiiies.  Du  reste 
M.  Vincent  se  contredit  lui-même  sur  ce  point,  dans  sa  seconde  Notice. 
Voyei  à  ce  sujet  le  dernier  alinéa  de  l'annotation  (//)• 

(A-'j  Les  termes  Iitt'iou^  Trupu-TCTtov,  vr u,pa.ÀXt]Xou  se  rapportent  non 
pointa  diverses  positions  dune  ligne  droite,  mais  à  trois  figures  dont 
chacune  est  à  elle  seule  un  quadrilatère  complet.  C'est  ce  que  j'exprime 
dans  la  traduction  que  j'oppose  ici  à  celle  de  M.  Vincent,  en  rempla- 
çant la  périphrase  que  j'avais  donnée  dans  ma  première  traduction. 
Les  géomètres  grecs  paraissent  avoir  été  dans  l'usage  de  donner  à  cer- 
taines figures  les  noms  des  objets  dont  elles  rappelaient  Tidée.  C'est 
ainsi  que  la  figure  du  huitième  lemnie  est  appelée  ^œfM^Koç,  petit 
autel. 

(/')  Je  me  sers  avec  intention  de  l'expression  droite  fixe.,  au  lieu  du 

mot  a  mot  droite  donnée  de  position,  paice  qu'il  y  a  dans  la  figure 

d'autres  droites  qui  sont  variables  de  position.  De  même  je  mets  point 

fixe  au  lieu  de  point  donné.,  pour  mieux  marquer  l'opposition  entre  les 

points  réellement ^j:ei^  et  ceux  qui  sont  variables  de  position. 

[in  t  Suivant  3L  Vincent,  cette  proposition  consiste   en   ce  que  si 


qu'Eurlide  n  a  lait  que  répandre  les  commencements  el  les  spermes  de  nombreuses  et 
çrrandcs  foules  [de  propositions^,  et  on  trouverait  peut-être  là  leur  explication.  Mais 
le  romplénienf  de  '«»  ii  «Ai'ya  étant  alors  tt/îo;  «;&;ij;îv  ,  ces  expressions  êiiy^xroz  ïiix.'ji.ry,z 
Tta'M-K'Krfyi'f--.  |)araîlraient  >urchari;er  la  phrase.  Il  ne  serait  donc  pas  absolument  impossible 
qu'il  V  rùt  une  transposition  dans  ce  passage,  et  qu'en  mettant  un  point  après  5roô; 
«'a;'!» 5  la  phrase  suivante  dût  commencer  par  èilyf^-jLraz  ê^'ivinu.  t^ç  TtoXv^rKyi^luz  i't- 
iofzîiot  TO'j  Trfârtv  /2ti3?ûû'j,  k.t.>^.  Comme  résultat,  cette  restitution  est  assez  heureuse, 
puisque  si  quelque  chose  peut  donner  une  idée  de  la  grande  abondance  des  proposi- 
tions dont  il  s'agit,  c'est  bien  plutôt  un  grou|)e  exceptionnellement  étendu  de  propo- 
sitions susceptibles  d'être  comprises  dans  un  énoncé  unique,  que  des  groiqies  qui  n'en 
renferment  (jue  deux  ou  trois.  .le  ferai  enfin  observer  qu'en  mettant  au  lieu  du  pluriel 
ofioiicii  le  singuliei'  ofiou^tz,  i\m  se  rapporterait,  ainsi  que  ^t^oftîvov,  à  vrAç^e;,  la  phrase 
semble  n'avoir  besoin  d'aucune  autre  correclion  pour  offrir  un  sens  très-plausible.  Je 
livre  ces  conjectures  pour  ne  rien  omettre. 
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datis  le  (juadrilalère  complet  ci^ySi^  les  trois  points  ct^  /S,  y  sont  don- 
nés, et  que  deux  des  trois  autres  points  d'intersection  cT,  i,  ^,  par 
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exemple  J  ,  g,  soient  donnés  chacun  sur  une  des  droites  rie  la  figure,  sa- 
voir i  sur  ai  et  à  sur  ycT,  le  dernier  point  t  se  trouvera  à  l'intersection  ries 
deux  droites  ai  0S. 

Cette  interprétation  ne  résultait  pas  clairement  de  la  première  Notice 
(hi  savant  helléniste,  et  certes  je  n'eusse  point  osé  la  lui  aitribner  s'il 
ne  l'avait  développée  lui-même  dans  sa  seconde  Notice  de  manière  à 
lever  tons  les  doutes;  car  elle  est  en  contradiction  manifeste  avec  les 
témoignages  de  Pappus  et  de  Proclus,  et  rien  ne  la  justifie  dans  le 
mot  à  mot.  En  effet  ; 

i".  Pappus  présente  son  énoncé  comme  résumant  dix  propositions 
qui  appartiennent  à  cette  espèce  des  lieux  plus  abondamment  répan- 
dus que  les  autres.  Cette  proposition  générale  doit  donc  être  un  lieu; 
or  la  proposition  de  M.  Vincent  n'est  pas  un  lieu. 

i"^.  Cette  proposition  est  d'une  simplicité  triviale.  Aucun  géomètre 
n'admettra  qu'elle  ait  pu  figurer,  soit  par  elle-même,  soit  par  ses  cas 
particuliers,  dans  un  ouvrage  destiné  à  ceux  qui  sont  en  état  de  voir  et 
de  trouver\^\.  11  est  d'ailleurs  impossible  d'y  reconnaître  les  caractères 
que  Proclus  signale  dans  les  Porismes  par  ces  expressions  07a  (^ytiûrai 
uiv,  îvfîŒico;  Sî  y^pn^ii^  caria  détermination  du  point  '(  ne  peut  être 


[*]  Il  e--t  vrai  qu'on  pourrait  objecter  à  ce  raisonnement  que  des  choses  qui  nous  pa- 
raissent aujourd'hui  puériles  ont  pu  être  dans  l'antiquité  l'objet  d'une  sérieuse  attention. 
Cet  argument ,  que  'SI  Vincent  emploie  dans  sa  seconde  Notice  en  faisant  allusion  à  l'ad- 
miration naïve  que  causait  aux  Anciens  les  propriétés  les  plus  simples  des  nombres, 
n'est  pas  admissible  lorsqu'il  s'agit  de  la  gcomctrfe  des  Grecs  et  notamment  de  géomètres 
tels  qu'Euclide  et  Pappus.  Au  reste,  pour  édifier  le  lecteur  sur  ce  point,  je  ferai  remar- 
(juer  que  la  proposition  de  M.  Vincent  est  un  simple  corollaire  des  pro|)ositious  xxv  et 
et  XXVI  du  livre  des  Données  d'Euclide. 
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évidernirient  i  objet  dune  recherche  expresse,  et  n^exige  point  ô^inveii 
tion.  Cest  la  au  contraire  une  de  ces  choses  que  Proclus  exclut  de  Vr-, 
catégorie  des  Poiismes,  par  ces  autres  expressions  ovn  yi\i7i.(t)ç  f/,ovyç 

y\  M.  Vincent  suppose  que  ces  mots  de  l'énoncé  cfn-ïrrcti  (ji7éi 
&i^ju'i^y,ç  ivQiiuç  se  rapportent  nécessairement  à  deux  des  droites 
aé,  /3r,  7'J,  lesquelles  seraient  ainsi  rfonnées  de  position,  et  il  veut  en 
outre  que  aTTTrny.i  signifie  la  même  chose  que  é ic^ofxîict,  rt.  Or  rien  dans 
le  texte  n'autorise  à  supposer  que  les  droites  données  de  position  dont 
il  s'agit  soient  deux  de  celles  qui  forment  le  quadrilatère,  et,  si  on  le 
suppose,  c'est-à-dire  si  l'on  admet  par  exemple  que  les  droites  a*  et  yj 
soient  données  de  position,  on  est  forcé  d  attribuer  au  terme  ctTTT.Tct. 
deux  sisjnifications  différentes,  suivant  que  Ton  considère  le  point  à 
ou  le  point  ?.  Car  ce  dernier  se  trouvant  situé  à  l'intersection  des  deux 
droites  aé,  ;  S'-,  données  de  position  par  hypothèse,  est  donné,  sans  que 
l'on  ait  besoin  d'attribuer  à  aTTr/ra/  la  même  signification  qu'à  J  ?cf o- 
fj^vov  ji,  puisqu'il  suffit  que  le  point  «  soit  quelque  part  sur  la  droite  y.i 
donnée  de  position.  La  rencontre  de  cette  droite  avec  yè'  achève  de 
déterminer  ce  point.  On  ne  peut  d'ailleurs  supposer  que  a-xrY.TcLi  si- 
gnifie que  ce  point  e?,\  donné  de  position  sur  as,  car,  en  premier  lien. 
a7rT'/;ra/  n'a  pas  la  même  signification  que  J'êcTo/U?)  or  "n,  et  ensuite  ce 
serait  la  une  condition  surabondante^  puisqu'on  admet  que  le  point  g 
est  snr  ^cT.  Si  maintenant  nous  passons  au  point  d,  comme  on  sait 
seulement  qu'il  doit  se  trouver  quelque  part  sur  ;  i,  on  est  obligé  alor^ 
d'interpréter  kyrrr^rai  autrement  qu  on  ne  la  lait  pour  le  point  «.  et 
de  supposer  que  ce  terme  signifie  non-seulement  que  le  point  se 
trouve  quelque  part  sur  yi,  mais  encore  qu'il  y  est  donné  de  posi- 
tion. Pour  qu'il  y  eût  équivalence  dans  les  conditions  qui  déterminent 
la  position  de  chacun  des  points  S,  f,  il  faudrait  que  le  droite  /3<? 
fût  aussi  donnée  de  position  par  l'énoncé  même  de  la  proposition, 
mais  alors  chacun  des  trois  points  «T,  i,  Ç  serait  déterminé  de  la  même 
manière  que  les  deux  autres,  et  la  proposition  n'aurait  plus  de  rai- 
son d'être.  Ainsi  donc  l'interprétation  de  M.  Vincent  rend  nécessaire 
d'.ittribuer  à  ccTrrr.ry.i  deux  significations  différentes;  suivant  que  Ion 
considère  le  point  J  ou  le  point  g.  Or,  au  contraire,  il  est  évident 
qu»'  Pappiis  attribue  a  ce  terme  une  seule  et  même  signification  poi«- 
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ces  deux   points,  d'où    il    résulte  que   certainement   M.   Vincent   se 
trompe. 

L'interprétation   que  j'ai    adoptée    n'est  autre  chose  que    celle  de 
Simpson.  Elle  consiste  simplement  à  assujettir  chacun  des  points  J",  «  à 
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se  trouver  situé  sur  une  droite  donnée  de  position^  conformément  au 
mot  à  mot,  sans  supposer,  comme  M.  Vincent  le  fait  arbitrairement, 
que  ces  droites  données  de  position  doivent  être  deux  de  celles  qui  for- 
ment le  quadrilatère;  car  cette  condition  n'est  pas  exprimée  dans  le 
texte.  Ainsi  le  point  J  devra  se  trouver  sur  une  droite  Oa*  donnée  de 
position.  De  même  le  point  g  devra  se  trouver  sur  une  autre  droite 
Or,  également  donnée  de  position,  et  la  proposition  ainsi  comprise  a 
pour  objet  le  lieu  géométrique  engendré  par  le  point  ^,  en  supposant 
que  les  côtés  du  triangle  cTg^  pivotent  autour  des  points  donnés  a,  /3,  y^ 
sans  que  les  sommets  ^^  i  cessent  de  se  trouver  sur  les  droites  Ô/W,  6^.  Or 
ce  lieu  est  une  ligne  droite  ôp,  qui  passe  par  le  point  de  rencontre  ô  des 
deux  droites  données  Gm,  Ôv.  La  proposition  ainsi  comprise  est  donc  un 
lieu,  comme  on  devait  du  reste  s'y  attendre,  puisque  Pappus  la  pré- 
sente comme  résumant  dix  propositions  d'Euclide  qui  appartenaient  à 
V  espèce  des  lieux.  On  remarque  qu'elle  n'est  pas  d'une  simplicité  tri- 
viale comme  la  proposition  de  M.  Vincent. 

Je  ferai  observer  à  ce  sujet  que  la  locution  kiTTia^xi  ou  ci'^^c/.uQai 
QiJît  ^iS'ofxîvTïç  ivQi'iocç  est  employée  un  grand  nombre  de  fois  par  Pap- 
pus pour  exprimer  qu'un  point  a  pour  lieu  géométrique  une  droite 
donnée  de  position.  On  la  trouve  avec  cette  signification  jusqu  à  huit 
fois  dans  sa  Notice  sur  les  Lieux  plans.  On  trouve  encore  très-fréquem- 
ment dans  la  même  Notice,  ainsi  que  dans  celle  sur  les  Coniques  d' Apol- 
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lonius,  la  même  locution  où  ces  mots  Qî^n  Sî^ofxivyiç  iv^iicLç  sont  rem- 
places  tantôt  par  ^TrîpKp-pîfcc;  xqiMç,  tantôt  par  iTTiTCidou  tc/tov  yg^e? 
SiJ'o/uîvov,  tantôt  encore  par  Qi(Tit  J'iSo/xîvov  (rr€pîov  tcttou,  9i7ei  ^^S".- 
Uiv/\ç  jccôvou  To/>e«;,  ^î7ii<^':S'o/uivviç  ypauiJiriç.  Ainsi  donc  lorsque  Pappus 
dit,  en  parlant  des  deux  points  que  j'ai  nommés  cT,  é,  ctyrrriTcti  Qi7îi 
Si(^ofÂvYiç  ivQiiixç,  cela  veut  dire  indubitablement  que  chacun  de  ces 
points  a  pour  lieu  géométrique  une  ligne  droite  donnée  de  position. 
sans  y  être  donné  lui-même  de  position  ;  et  lorsqu'il  dit  du  point  que 
j'ai  nommé  T,  Jta)  rov9'  A'^riUi  Qgo-g/  J'iiPo/izîvYjç  iuQéaLç,  cela  veut  dire 
que  le  point  C  engendre  un  lieu  géométrique,  et  que  ce  lieu  est  une 
ligne  droite.  Soutenir  que  cela  veut  dire  autre  chose,  c'est  attribuer  à 
Pappus  deux  langages  différents,  l'un  admettant  l'indétermination 
lorsqu'il  parle  des  lieux  plans  et  des  sections  coniques,  l'autre  excluant 
cette  même  indétermination  lorsqu'il  parle  des  lieujc  du  Traité  des 
Porismes.,  et  cela  dans  trois  Notices  qui  font  partie  de  la  préface  de  son 
septième  li\  re. 

(«')  M.  Vincent  conclut,  dans  sa  seconde  Notice.,  de  ce  qu'il  n'est 
question  ici  que  de  quatre  droites,  que  l'interprétation  que  j'ai  adoptée 
est  insoutenable.  Il  ajoute  même  que  cette  interprétation  suppose  que, 
par  la  locution  droite  donnée  de  position,  Euclide  et  Pappus  ont  voulu 
dire  droite  variable.  Mais  il  est  évident  que  le  savant  helléniste  se 
trompe  sur  ce  dernier  point  ;  je  n'ai  jamais  soutenu  et  personne  n'a 
soutenu  que  droite  donnée  de  position  veut  dire  droite  variable  [*J.  Je 
n'ai  donc  à  m'occuper  ici  que  de  son  argument  qui  consiste  a  pré- 
tendre que  le  .texte  indique  seulement  quatre  droites,  et  noi]  pas  sept. 
Or  le  texte  est  explicite,  ii  n'y  a  rien  de  sous-entendu.  Pappus  com- 
mence par  considérer  un  quadrilatère  complet,  ce  qui  fait  d'abord 
quatre  droites.  Il  en  introduit  ensuite  deux  autres,  sur  lesquelles  deux 
des  sommets  du  quadrilatère  sojit  assujettis  à  se  trouver  situés  ;  ces 
deux  nouvelles  droites  sont  ajoutées  aux  quatre  premières  par  l'énoncé 


[  * ]  Voyez  k  ce  sujet  dans  mes  Recherches  nouvelles  sur  les  Porismes  d 'Euclide  ( Coni- 
mentaire,  §  XI)  l'énoncé  que  je  donne  du  théorème  de  Pappus.  Il  est  évident  que 
M.  Vincent  n'a  pas  lu  cette  partie  de  mon  travail.  S'il  l'avait  lue,  il  se  serait  abstenu 
de  prétenilre  que  j'ai  dit  (ju'Mrte  droite  donncc  de  position  est  une  droite  variable. 
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même.  Que  deux  droites  soient  assujetties  a  secoupei  toujours  sur  une 
â r o\te  donnée  déposition  (qui  ne  soit  ni  l'une  ni  l'autre  des  deux  pre- 
mières), c'est  là  une  condition  qui  n'a  rien  de  plus  extraordinaire  que 
celle  qui  consiste  à  rendre  fixes  les  trois  points  où  l'un  des  côtés  du 
quadrilatère  est  rencontré  par  les  trois  autres.  Quant  à  la  septième 
droite,  elle  est  une  conséquence  de  l'hypothèse,  c'est  le  Heu  engendré 
par  le  dernier  point.  Tout  cela  est  simple  et  parfaitement  clair,  il  n  v  a 
rien  de  sous-entendu  dans  l'énoncé  dont  il  s'agit.  Cet  énoncé  s'applique 
à  un  système  de  quatre  droites  que  l'on  assujettit  à  diverses  conditions, 
et  il  faut  bien  que  ces  dernières  y  soient  exprimées.  D'ailleurs  on  ne 
voit  pas  comment  elles  pourraient  l'être  dans  d'autres  termes  que  ceux 
qu'emploie  Pappus,  tandis  qu'au  contraire  il  est  facile  de  reconnaître 
que  ces  mêmes  termes  ne  peuvent  exprimer  la  }>roposition  de  M.  Vincent. 
Je  ferai  enfin  remarquer  que  cette  proposition  elle-même,  telle  qui! 
la  présente,  ne  s'accorde  point  avec  ce  qu'il  a  dit  dans  sa  première  No- 
tice des  propositions  du  Traité  des  Poris mes,  qui  sont  comprises  dans 
son  énoncé.  M.  Vincent  supposait  que  ces  propositions  n'étaient  autre 
chose  que  des  lemmes,  et  il  citait  à  ce  sujet  notamment  la  figure  du 
septième  lemme  de  Pappus,  Or  il  est  absolument  impossible  de  retrouver 
dans  aucun  des  trente-huit  lemmes  de  ce  géomètre  la  proposition  de 
M.  Vincent. 

io')  Le  savant  helléniste  a  fait  d'abord  un  énoncé  complet,  mais  dé- 
pourvu de  toute  signification  géométrique  de  ce  qui  n'est  qu'une  pre- 
mière hypothèse.  Il  est  arrivé  à  ce  résultat  en  substituant  arbitrairement 
au  subjonctif  a7rr»Ta/,  qui  est  dans  le  texte,  l'indicatif  ayrréTat  qui 
n'y  est  pas.  Il  reconnaît  cette  erreur  dans  sa  seconde  Notice,  mais  il 
donne  à  entendre  que  je  pourrais  bien  en  avoir  commis  ailleurs  une 
autre  du  même  genre,  et  que  conséqueiniiient  un  excès  de  sévérité  de 
ma  part  rejaillirait  infailliblement  sur  moi.  Je  ne  prétends  certes  nulle- 
ment me  soustraire  aux  conséquences  des  erreurs  que  je  puis  avoir 
commises,  mais  je  n  accepte  pas  l'honneur  d'être  placé,  quant  a  ce, 
moi  simple  écolier  en  grec,  sur  le  même  rang  que  le  maître.  Au  sur- 
plus, l'accusation  ou  plutôt  l'insinuation  de  M.  Vincent  porte  ici  a 
faux.  Voir  ci  ce  sujet  l'annotation  (r  ). 

Quoi  qu  il  en  soit,  voyons  si  sa  proposition,  on  ne  prenant  que  la 
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première  hypothèse,  ce  qui  est  évidemment  permis,  offre  davantage  un 
sens  plausible,  une  signification  vraiment  géométrique.  En  voici  l'énoncé, 
tel  que  M.  Vincent  l'accepte  dans  sa  seconde  Notice  :  Tant  de  droites 
qu'on  voudra  se  coupant  les  unes  les  autres,  mais  pas  plus  de  deux  en 
un  même  point,  si  tous  les  points  ou  F  une  d'elles  est  rencontrée  par  les 
autres  sont  donnés  et  que  chacun  des  points  oîi  l'une  de  ces  dernières 
est  coupée  par  les  droites  restantes  soit  (assujetti  à  être)  situé  sur  une 
droite  donnée  de  position,  chacun  des  points  restants  sera  pareillement 
[assujetti  à  être)  situé  sur  une  droite  donnée  déposition.  Dans  le  cas  de 
cinq  droites,  par  exemple,  la  première  partie  de  Thypothese  consiste 
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en  ce  que  les  quatre  pomts  a,  /S,  ^,  <^,  où  l'une  d'elles  est  rencontrée 
par  les  autres,  sont  donnés.  Quant  à  la  seconde,  elle  signifie  que  l'une 
des  quatre  autres  droites,  par  exemple  i^,  est  donnée  de  position,  et 
que  les  points  ?,  ^,  y\  sont  donnés  sur  cette  droite  même,  d'où  il  résulte 
que  les  trois  dernières  clv^  ^u,  yX  sont  aussi  données  de  position;  ou 
bien  elle  signifie  que  les  points  g,  ^,  >i,  où  la  droite  g<^  est  rencontrée 
par  les  droites  eiv,  ^fx,  ■j/A,  sont  donnés  sur  ces  dernières,  ce  qui  sup- 
pose également  que  toutes  les  droites  du  système  sont  données  de  po- 
sition. La  proposition  aurait  donc  uniquement  pour  objet  ce  fait,  que 
quand  plusieurs  droites  sont  données  de  position,  leurs  points  d'inter- 
section sont  situés  sur  ces  droites.  Telle  est  la  conséquence  de  l'inter- 
prétation de  M.  Vincent,  lorsqu'on  l'applique  dans  le  cas  de  la  pre- 
mière hypothèse.  Le  sentiment  des  choses  géométriques  repousse  cette 
interprétation. 

[p'')  En  traduisant  situés  chacun  sur  une  des  droites  restantes,  au  lieu 
du  mot  à  mot  situés  chacun  sur  une  droite  donnée  de  position,  M.  Vin- 
cent fait  dire  au  géomètre  grec  une  chose  qu'il  aurait  été  parfaitement 
inutile  d'exprimer.  Car  à  quoi  bon  imposer  pour  condition  qu'un  cer- 
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tain  nombre  d'intersections  des  droites  considérées  soient  situées  sur 
ces  droites  elles-mêmes,  et  comment  cette  condition  pourrait-elle  n'être 
pas  satisfaite?  Il  est  vrai  que  M.  Vincent  revient  au  mot  à  mot  dans  sa 
seconde  Notice,  mais  son  interprétation  de  ce  mot  à  mot  est  contraire 
à  la  signification  que  la  locution  ouTTTi^^cti  ou  â'\[«7Ôa/  Ô?o"ê/  cTêcTo/r/ji;/;^ 
i'Âîictç  a  toujours  dans  Pappus,  ainsi  que  je  l'ai  fait  observer  ci-dessus 
dans  l'annotation  [m'). 

[q')  Il  s'agit  ici  d'une  condition  qui  ne  saurait  être  celle  qu'exprime 
la  traduction  de  M.  Vincent,  puisque  déjà  il  est  dit  dans  l'énoncé  que 
les  droites  que  l'on  considère  se  coupent  les  unes  les  autres,  mais  pas 
plus  de  deux  en  un  même  point.  Dailleuis  pourquoi  serait-elle  expri- 
mée une  seconde  fois  dans  cet  énoncé,  et  cela  dans  des  termes  différents!^ 
M.  Vincent  s'est  déterminé  dans  sa  seconde  Notice  à  suivre  mon  mot 
à  mot,  avec  cette  seule  restriction  que  l'espace  triangulaire  dont  il  est 
question  serait  formé  par  des  droites  données  de  position,  au  lieu  de 
l'être,  comme  je  le  suppose,  par  des  droites  non  données  de  position. 
Mais  ensuite  il  juge  à  propos  de  remplacer  ces  mots  de  manière  que 
trois  d'entre  elles  ne  puissent  passer  par  un  même  point.,  par  ceux-ci  : 
de  manière  que  trois  d entre  elles  ne  puissent  aboutir  auoc  angles  d'un 
espace  triangulaire  [*].  Bien  certainement  M.  Vincent  se  sert  ici  de 
termes  qui  expriment  toute  autre  chose  que  ce  qu'il  veut  dire,  car, 
pour  satisfaire  à  cette  condition,  il  faudrait  que  toutes  les  droites  don- 
nées, moins  une,  fussent  parallèles  entre  elles,  ce  qu'il  ne  suppose  pas. 
Lui-même,  dans  sa  première  Notice,  croyant  que  j'avais  dit  quelque 
chose  de  semblable,  le  signalait  comme  une  absurdité  dans  ces  termes  : 
a  En  effet,  il  n'est  pas  vrai  que  trois  points  ne  puissent  être  les  som- 
I)  mets  d'un  même  triangle,  puisque  la  figure  ne  JDeut  au  contraire  exis- 
»   ter  qu'à  cette  condition.  » 

Ce  que  j'ai  voulu  exprimer   et  que  M.  Vincent   a  commencé   par 


[*]  M.  Vincent  fait  ici  sur  l'altération  du  texte  des  conjectures  dans  lesquelles  je  ne 
crois  pas  à  propos  de  le  suivre,  puisqu'il  arrive  à  une  interprétation  inadmissible.  Mais 
je  fais  remarquer  que  je  n'ai  pas  dit,  comme  il  l'assure,  que  les  manuscrits  portent  roU 
et  non  rp/àv.  roirVà  note  [h)  de  ma  première  traduction,  où  j'ai  soin  d'avertir  que 
c'est  le  contraire  qui  a  lien. 
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prendre  pour  ur.e  absurdité,  c'est  que  parmi  les  points,  en  nombre 
égal  au  nombre  qui  exprime  le  côté  du  nombre  triangulaire,  que  l'on 
assujettit  à  être  situés  chacun  sur  une  des  droites  données  de  position  ou 
fixes^  dont  l'énoncé  suppose  l'introduction  dans  le  système,  entre 
autres  conditions  auxquelles  il  est  soumis,  il  ne  tant  jamais  qu'il  y  en 
ait  trois  qui  soient  les  sommets  de  l'un  des  triangles  formés  par  les 
droites  mobiles^  ce  qui  est  un  corollaire  de  la  proposition  relative  au 
cas  de  quatre  droites.  Car,  d'après  cette  proposition,  dès  que  deux 
des  sommets  d'un  tel  triangle  sont  assujettis  à  demeurer  chacun  sur 
une  droite  fixe,  le  troisième  sommet  décrit  ou  engendre  une  ligne 
droite,  que  l'on  ne  peut  plus  conséquemment  se  donner  à  volonté.  De 
même  on  ne  peut  assujettira  se  trouver  sur  des  droites  arbitrairement 
choisies  les  quatre  sommets  d'un  quadrilatère  formé  par  les  droites 
mobiles,  ni  les  cinq  sommets  d'un  pentagone.  Ces  dernières  ponditions 
ne  sont  pas  indiquées  par  Pappus;  c'est  Simson  qui  les  a  fait  con- 
naître, n  étant  le  nombre  des  droites  mobiles ^  celui  des  points  que  l'on 
assujettit  à  se  trouver  sur  des  droites  fixes  çst  «—  i.  On  satisfait  à 
toutes  ces  conditions  à  la  fois,  en  plaçant  ces  «  —  i  points  aux  diffé- 
rents sommets,  moins  un,  de  l'un  quelconque  des  polygones  qui  ont 
pour  côtés  toutes  les  droites  mobiles  [*].  Ce  polygone  de  n  côtés  que 
l'on  choisit,  change  de  position  et  de  forme  lorsque  l'un  quelconque 
de  ses  sommets  se  déplace  sur  la  droite  où  il  est  assujetti  à  demeurer; 
le  dernier  sommet  décrit  une  droite,  et  chacun  des  points  d'intersec- 
tion qui  nappartienpient  pas  à  ce  polygone,  décrit  aussi  une  droite. 

(/')  Ees  objections  par  lesquelles  j'ai  combattu  l'interprétation 
donnée  par  M.  Vincent,  de  la  proposition  relative  au  cas  des  quatre 
droites,  s'appliquent  également  à  la  proposition  générale  de  Pappus. 
Je  renvoie  donc  pour  cet  objet  aux  annotations  (m')  et  [n''). 

Toutefois  il  ne  sera  pas  inutile  d'ajouter  que  son  interprétation 
tombe  en  défaut,  lorsqu'on  se  borne  à  la  première  hypothèse  de  Pap- 


,'*  1  Ces  explications  ont  été  déjà  données  dans  les  Ohjcctions  que  j'ai  précédemment 
adressées  à  M.  Vincent.  Dans  sa  Aero^rfe  Notice,  il  déclare  qu'il  lui  est  impossible  d'en 
suivre  le  sens.  C'est  là  une  nouvelle  preuve  qu'il  n'a  pas  lu  mon  travail  et  qu'il  raisonne 
en  nrattribuant  des  propositions  entièrement  différentes  de  celles  que  j'ai  avancées. 
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{JUS.  c'est-à-dire  à  celle  où  il  n'est  nullement  question  de  nombre  trian- 
gulaire. M.  Vincent  n'a  pas  fait  attention  que  cette  circonstance  est 
particulière  à  la  seconde  hypothèse.  Cette  remarque  suffirait  à  elle 
seule  pour  prouver  qu'il  est  dans  l'erreur.  Elle  explique  pourquoi  il 
avait  fait  de  la  première  hypothèse  un  énoncé  complet;  mais  cet 
énoncé  n'offrant  pas  de  signification  géométrique,  il  a  rendu  a  cette 
partie  de  la  proposition  son  caractère  d'hypothèse.  Or  actuellement 
elle  n'a  pas  davantaj^e  de  signification  géométrique,  ainsi  que  je  l'ai 
fait  voir  ci-dessus  dans  l'annotation  (o'). 

(/)  M.  Vincent  fait  ohserver  avec  raison  que  j'avais  omis  de  rendre 
le  terme  A'.o^iz.  J'ai  réparé  cet  oubli  et  rectifié  d'après  lui  ma  traduction 
du  commencement  de  la  phrase.  On  remarquera  du  reste  que  le  sens 
n'est  pas  changé  par  ces  corrections. 

[t')  Le  texte  signifie  mot  a  mot  de  nombreuses  et  grandes  joules  {de 
propositions).  Comment  M   Vincent,  qui  dit  des  Porismes 

De  loin  c  est  quelque  chose  et  de  près  ce  n'est  rien, 

vient-il  parler  ici  de  belles  propositions,  lorsque  le  texte  ne  dit  rien  de 
semblable? 

(«')  Ma  traduction  est  rectifiée  ici  d'après  le  Supplément  aux  Re- 
cheiches  nouvelles  sur  les  Porismes ,  §  IV,  9°.  Ce  n'est  pas  p5r  les  hy- 
pothèses que  chaque  foule  ou  groupe  de  propositions  se  distingue  des 
autres^  car  toutes  les  hypothèses  sont  différentes  et  d'ailleurs  tres- 
particuiieres,  mais  par  la  chose  demandée,  qui  est  la  même  pour 
toutes  les  propositions  du  groupe,  nonobstant  la  diversité  de  leurs 
hypothèses,  et  cela  soit  qu'il  s'agisse  de  choses  que  l'on  découvre  sans 
que  l'énoncé  de  la  question  les  fasse  prévoir,  ou  de  choses  sur  ies- 
qjielles  cet  énoncé  appelle  l'attention  expressément. 

M.  Vincent  n'a  pas  saisi  le  sens  de  cette  distinction  :  perdant  de  vue 
ces  expressions  de  Proclus,  que  j'ai  déjà  citées  plusieurs  fois,  o^a^/iTÇ/'- 
xcti  fxiv^  ivtî7é.a>ç  Si  %pw^ê^  >t.  T.  A,,  il  suppose  que  le  terme  (Jii fjÂiÇ>WA.oi; 
s'applique  aux  choses  qui  se  présentent  d elles-mêmes.,  c'est-a-dire  à 
des  corollaires  dans  le  genre  de  ceux  des  éléments.  Afin  de  fixer  les 
idées  à  ce  sujet,  je  prendrai  un  exemple.  Supposons  que  l'on  demande 
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de  découvrir  la  relation  qui  existe  entre  les  segments  interceptés  par  la 
tangente  à  un  cercle  sur  deux  autres  tangentes  parallèles  entre  elles ^ 
a  partir  des  points  de  contact  de  ces  dernières.  Cette  relation  est  une 
chose  que  l'on  recherche  expressément,  car  on  est  certain,  parla  na- 
ture même  de  la  question,  qu'il  existe  en  effet  une  relation  entre  ces 
deux  segments,  et  dans  ce  cas  elle  est  désignée  avec  beaucoup  de  jus- 
tesse par  le  terme  'Ç/iToviMivcv.  Tout  le  monde  sait  d'ailleurs   qu'elle 
consiste  en  ce  que  le  produit  ou  rectangle  des  deux  segments  est  con- 
stant et  égal  au  carré  du  rayon.  Mais  une  fois  qu'on  l'aura  trouvée, 
tout  ne  sera  pas  terminé,  car  un  géomètre  doué  de  pénétration  saura 
apercevoir  en  outre  qu'il  existe  un  point  d'où  la  partie  de  la  tangente 
variable  interceptée  entre  les  deux  tangentes  fixes  est  vue  sous  un 
angle  constant.  Or  la  découverte  de  ce  point  remarquable  ne  paraît 
pas  de  nature  a  pouvoir  être  proposée  expressément,  comme  celle  de 
la  relation  segmentaire  énoncée  ci-dessus.  Elle  dépend  de  la  sagacité 
du  géomètre  et  surtout  de  V intuition .  Dans  ce  cas  le  terme  (TufA.CiCyiy.oç 
caractérise  parfaitement  ce  que  l'on  découvre.  Ainsi  donc  il  ne  s'ap- 
plique point  à  des  choses  d'une  facilité  vulgaire,  comme  M.  Vincent 
l'imagine,  mais  au  contraire  à  celles  qui  exigent  au  plus  haut  degré 
cette  faculté  que  Pappus  appelle  S^vvctuiç  tvpîrr/.n. 

Le  Traité  des  Porismes  s'adressait  aux  géomètres  sachant  voir  et 
trouver,  (^'vvctuîvoiç  ofdv  -/.et)  7rop'it,-'iv.  On  peut  dire  que  opâv  et  Tropt^nv 
correspondent  respectivement  à  ces  deux  termes  o'u/xê'ê^vixcTaet  ^»Tot/- 
fj(,évct,et  qu'ils  indiquent  la  double  aptitude  dont  il  fallait  être  pourvu 
pour  pouvoir  résoudre  des  questions  dans  le  genre  de  celles  qu  on 
trouvait  dans  cet  ouvrage.  , 

[v')  Il  résulte  de  cette  phrase  et  des  deux  définitions  du  Porisme, 
que  les  choses  que  l'on  découvrait.  Ta  cuiud^-A'/Lorct  et  ra  ^ïiTQVuiva., 
sont  les  Porismes  mêmes.  On  voit  ici  pourquoi  Pappus  donne  plus 
loin  les  réponses  sans  les  questions.  Celles-ci  roulent  sur  des  hypo- 
thèses qui  toutes  différent  les  unes  des  autres,  et  l'objet  important,  le 
Porisme,  consistant  dans  une  réponse  qui  est  unique  et  identique  pour 
plusieurs  questions  différentes,  il  est  tout  simple  que  Pappus  détache 
cette  réponse  pour  la  donner  seule. 

[x')  Il  ne  s'agit  pas  ici  de  choses  que  Voji  cherche  à  déduire  des  pro- 
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positions,  luais  bien  de  choses  que  l'on  cherche  clans  les  propositions , 
car  c'est  là  ce  que  le  texte  signifie.  M.  Vincent  oublie  toujours  que 
Proclus  oppose  les  Porismes  aux  corollaires j  'o7ol  Zy\rûrcti  ij.îv^  x.  t.  à. 

\j')  Si  l'on  admet  que  Pappus  renvoie  en  cet  endroit  aux  lemines  pour 
les  Porismes  et  non  au  premier  livre  des  Porismes,  il  est  naturel  de 
supposer  que  ces  expressions  iv  ct^xii  pLiv  rov  Ç  désignent  non  poiut  le 
commencement  du  septième  lemme,  mais  le  commencement  de  la  partie 
du  septième  livre  consacrée  aux  lemmes  pour  les  Porismes.  En  effet,  la 
proposition  énoncée  par  Pappus  s'adapte  parfaitement  à  la  figure  qui 
accompagne  le  premier  de  ces  lemmes.  Cette  circonstance  appelle  d'au- 
tant })lus  l'attention,  que  Pappus  dit  expressément  que  ce  lemme  se 
rapporte  au  premier  Porisme  du  premier  livre,  et  que,  d'un  autre  côté, 
la  proposition  dont  il  s'agit  semble  être  la  première  du  premier  livre. 

Ces  rapprochements,  sur  lesquels  j'avais  insisté  dans  mes  Recher- 
ches jïciivelles  sur  les  Porismes  d'Euclide,  paraissent  avoir  appelé  l'at- 
tention de  M.  Vincent.  Dans  sa  seconde  Notice,  il  ne  parie  plus  du 
commencement  du  septième  lemme,  mais  s'attache  particulièrement 
au  premier  lemme  [*  j. 

[z')  aTTo  inpctç  ne  vçut  pas  dire  de  la  précédente  droite.  Pour  que 
cette  signification  fût  admissible,  il  faudrait  qiie  Iripctç  fût  précédé  de 
l'article,  ce  qui  n'a  pas  Heu.  11  faut  traduire  d'une  autre  droite,  pour 
laquelle  on  sous-entend  que  les  choses  se  passent  comme  pour  la  pre- 
mière, ce  que  j'indique  entre  crochets. 

M.  Vincent  reconnaît  dans  sa  secojide  Notice  que  l'article  manque 
en  effet,  mais  il  soutient  qu'il  a  donné  le  sens.  Pour  le  prouver,  il  a 
'recours  à  la  figure  ci-après,  qui  est  celle  du  premier  lemme  [**],  et  ii 

[*]  M.  Vincent  ,  qui  n'a  pas  lu  mon  tiavail  ,  présente  dans  sa  seconde  Notice  comme 
un  aveu  de  ma  part  la  relation  que  je  signale  entre  la  figure  qui  acconipagne  le  premier 
lemme  de  Pappus  et  l'énoncé  que  ce  géomètre  donne  au  commencement  de  la  partie  de 
Notice  où  WfoiDiulc  les  Porismes.  De  plus  il  oublie  que  lui-même  n'avait  parlé  que 
du  septième  lemme  dans  sa  première  Notice.  Voyez  à  ce  sujet  mes  Recherclics  nouvelles 
(Commentaire,  §  XIII}. 

[**]  M.  Vincent  :  «  Je  reproduis  cette  ligure  dont  M.  Breton  aurait  dû  expliquer  la 
r>  construction  ,  s'il  la  croyait  propre  à  appuyer  son  système.  C'est  à  quoi  je  vais  en- 
Tome  III  (i^  bérie).  —  Aykij-  iSjS.  I7 
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applique  a  cette  figure  l'énoncé  que  voici,  en  supposant  que  les  points 

FiG.  3. 


v ,  ô  sont  donnés  ainsi  que  la  droite  ay^  parallèle  à  zô,  et  les  trois  droites 
jSoi,  Q>x.  /Bô  menées  d'un  même  point  ,/3. 

«  Si  des  deux  points  donnés  x,  G,  on  mène  deux  droites  qui  se  ren- 
»  contrent  sur  la  droite  ajS,  qui  est  donnée  de  position,  et  que  l'inie 
»  d'elles,  >:«,  intercepte  sur  la  droite  cty^  qui  est  donnée  de  position,  le 
)'  segment  ctZ  compté  à  partir  du  point  a,  l'autre  droite  ê8  interceptera 
»  sur  la  précédente  un  segmenta»  qui  sera  au  premier  dans  le  rapport 
»)   donné  ctS  :  ^y-  » 

Or  voici  ce  que  j'ai  dit  à  ce  sujet  dans  mes  Recherches  nouvelles  sur 
les  Porismes  dEuclide  (Commentaire,  §  XIII,  2*  alinéa). 

(f    La  figure  qui  accompagne  le  lemme  I  est  bien  dans  les  condi- 

»  tions  indiquées.  >i  et  X,  seraient  les  points  ou  pôles  fixes,  a/3  la  droite 
»  sur  laquelle  les  droites  mobiles  sont  assujetties  à  se  couper,  ^9,  S^x 
»  les  deux  segments  dont  le  rapport  doit  être  constant.  »  Or  c'est  pré- 
cisément ce  qu'on  retrouve  dans  le  mot  à  mot  que  voici  : 

«  Si  de  deux  points  donnés  ^,  >i  on  mène  deux  droites  se  coupant 
..  sur  la  droite  a/3,  donnée  déposition,  et  que  l'une  d'elles  Çt  détermine 
..  sur  la  droite  iScT,  donnée  de  position,  le  segment  $-iL^  à  partir  du 
»  pomt  cT  donné  sur  cette  dernière,  la  seconde  n  déterminera  aussi 
»  siir  une  autre  [droite  iS^,  donnée  de  position,  à  partir  du  point  y 
»  donné  sur  cette  droite]  un  segment  y^  qui  sera  au  premier  dans  un 
»  rapport  donné,  le  même  que  celui  des  longueurs  (^J',(èy.y>  11  n'est  donc 
nullement  nécessaire  de  traduire  gTêjcaç  par  la  précédente  ou  bi  même. 

»  core  suppléer.  »  JNoiivelle  preuve  que  le  savant  helléniste  n'a  pas  lu  mon  travail.  Je 
reproduis  un  peu  plus  bas  l'explication  ([u'il  prétend  q"e  je  n'ai  pas  donnée. 
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C'est  ici  le  lieu  de  m'expliquer  sur  l'accusation  de  M.  Vincent,  dont 
j'ai  dit  un  mot  dans  l'annotation  (o'),  et  qu'il  formule  de  cette  manière  : 
«  xM.  Breton...  paraît  avoir  commis  une  inexactitude  analogue  en  con- 
»  fondant  le  subjonctif  ctTtoTi/utvri  avec  le  futur  ctTtonfxiï,  dans  l'énoncé 
»  du  premier  Porisme  du  premier  livre,  celui  même  où  la  figure  est 
n  indiquée.  Et  l'erreur  est  ici  de  quelque  gravité,  car  le  membre  de 
)'  phrase  que  M.  Breton  a  supprimé,  ou  du  moins  qu'il  a  négligé  de 
))  mettre  en  saillie,  est  précisément  celui  qui  a  pour  fonction  /'ajouter 
»  ce  qui  manque  à  l'hypothèse  du  théorème  local  [*];  celui,  par  con- 
»  séquent,  qui  caractérise  essentiellement  le  Porisme,  D'ailleurs 
»  M.  Breton  insiste  beaucoup  sur  la  nécessité  d'une  traduction  mot  à 
))  mot.  Or  on  comprend  que  pour  obtenir  une  exactitude  rigoureuse 
»  sous  ce  rapport,  il  n'est  pas  du  tout  indifférent  de  confondre  l'anté- 
»   cèdent  indiqué  nar  ii^T-oTêpn,   avec  le  conséquent,  déterminé  par 

Si  M.  Vincent  veut  dire  que  ma  traduction  de  l'énoncé  dont  il  s'agit 
ne  donne  pas  le  mot  à  mot,  d  a  parfaitement  raison  ;  mais  il  n'est  pas 
vrai  que  cette  inexactitude,  si  toutefois  c'en  est  une,  soit  analogue  à 
celle  que  lui-même  a  coinmise,  car  j'ai  conservé  à  la  proposition  sa 
signification  géométrique,  et  je  n'ai  pas  négligé  de  mettre  en  saillie  ce 
qui  constitue  le  Pdrisme.¥.iï  effet,  j'ai  dit  dans  mes  Recherches  nouvelles 
(Commentaire,  §  XllI,  à  la  fin  du  premier  alinéa)  :  «  A  notre  point  de 
»  vue,  le  Porisme  ue  peut  être  ici  que  le  fait  de  la  constance  du  rapport 
»  de  ces  deux  segments  ^8,  ox,) .  »  Le  reproche  de  M.  Vincent  est  donc 
dépourvu  de  fondement  [**  j.  Quant  a  avoir  confondu  un  suhjonctij 
avec  un  futur,  je  n'ai  pas  davantage  commis  cette  faute.  Il  n  y  a  dans 
ma  traduction  ni  futur,  ni  subjonctif,  mais  seulement  le  présent  de 
l'indicatif 


[*]  Ce  langage  suppose,  ce  me  semble,  que  M.  Vincent  abandonne  ici  tout  à  lait  son 
interprétation  de  la  seconde  dé&nition  du  Porisme  pour  adopter  la  mienne.  Faut-i!  con- 
clure de  là  qu'il  est,  au  fond,  converti  sur  ce  point,  comme  on  pourrait  être  tente  de 
le  croire  d'après  quelques  remarques  qui  se  sont  déjà  offertes  dans  le  cours  de  la  discus- 
sion? ^o/>  l'annotation  (a). 

[**]  On  voit  encore  ici  que  M.  Vincent  n'a  pas  lu  le  travail  aucpiel  il  oppose  ses  den\ 
Notices. 
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Je  lais  enfin  observer  qu'en  insistant  sur  la  nécessité  d'une  intet- 
prétation  littérale,  je  n'ai  point  prétendu  exiger  un  mot  à  mot  à 
outrance  qui  pourrait  n'être  pas  conforme  au  génie  de  notre  langue. 
J'ai  voulu  seidement  une  traduction  quon  pût  retrouver  dans  le  mot  à 
mot.  C'est  ce  qui  n'arrive  pas  toujours  pour  celle  de  M.  Vincent. 

[a")  Ce  Porisme  est  conçu  dans  des  termes  qui  impliquent  l'idée  de 
mouvement .  Voir  plus  haut  l'annotation  {m'). 

[b")  Je  me  sers  ici  à  dessein  de  termes  qui  indiquent  qu'il  s'agit  de 
figures  variables,  ainsi  que  cela  est  nécessaire  si  l'on  veut  que  la  seconde 
définition  du  Porisme  ait  eu  sa  raison  d'être 

{c")  Je  n'ai  pas  d'autres  motifs  de  traduire  a-TroTO/y.w  ^iZY  abscisse  ou 
segment,  que  ceux  que  M.  Vincent  donne  lui-même.  Quant  au  participe 
^.^coTi/uLvofAvA,  qu'il  dit  être  "employé  pour  rendre  en  grec  le  mot  ab- 
scisse, je  ne  l'ai  jamais  trouvé  qu'accompagné  d'un  complément:  D'ail- 
leurs TTfoç  d'TroTo/uyiv,  traduit  par  suivant  la  section  de  raison,  ne  pré- 
sente à  l'esprit  aucun  sens  géométrique. 

[d")  M.  Vincent  dit  qu'il  lui  est  impossible  de  deviner  la  raison  qui 
a  pu  m'engager  à  changer  le  texte  de  ce  Porisme.  Il  aurait  pu,  sans  cher- 
cher à  deviner,  la  lire  dans  mes  Recherches  nouvelles  sur  les  Porismes 
d'EucHde  (Commentaire,  §  XIV). 

(e")  M.  Vincent  prétend  que  les  mots  «ryç  SqQîvtoç  ne  sont  point 
rendus  dans  ma  version.  En  me  lisant  avec  plus  d'attention,  il  pourra 
reconnaître  que  ce  reproche  n'est  pas  fondé.  Toutefois,  afin  de  me  rap- 
procher davantage  du  mot  à  mot,  j'ai  modifié  ma  rédaction  dans  ce 
Porisme  et  dans  cinq  autres,  où  l'on  trouve  ces  mêmes  mots  îcdç 
é'oBevToç. 

L'introduction  de  l'idée  de  rapport  commensurable  est  incompatible 
avec  la  variabilité  des  figures,  que  suppose  essentiellement  la  seconde 
définition  du  Porisme.  Même  observation  pour  six  autres  Porismes 
où  M.  Vincent  introduit  cette  idée. 

[f")  J'ai  remplacé,  dans  ma  traduction,  rectangle  par  espace,  le 
terme  Xcoptov  ne  désignant  pas  nécessairement  un  rectangle  comme 
M.  Vincent  le  fait  remarquer. 
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Mais  il  ajoute  :  «  De  même,  dans  la  traduction  du  premier  énoncé  du 
"  deuxième  livre  d'Apollonius,  M.  Breton  me  parait  s'être  trompé  :  au 
»  lieu  de  la  différence  des  carrés^  etc.,  il  fallait  mettre  simplement 
"  V espace  compris  entre  les  deux  droites  :  c'est  le  théorème  local  donné 
»  par  Proclus,  appliqué  au  triangle;  le  lieu  en  question  est  celui  du 
»  sommet  du  triangle  formé  parles  deux  droites  et  la  distance  des  deux 
»  points  donnés  :  c'est  une  parallèle  à  la  droite  qui  joint  ces  deux 
»  points.  »  M.  Vincent  se  trompe  ici  complètement.  Le  lieu  dont  il 
parle  est  l'objet  du  quatrième  énonce  du  premier  livre.,  et  cela  de  la 
manière  la  plus  explicite.  Il  est  donc  certain  que  j'ai  bien  fait  de  ne 
pas  traduire  le  premier  énoncé  du  deuxième  livre  comme  i\L  Vincent 
croit  que  j'aurais  dû  le  faire  [*]. 

(g")  Même  observation  que  dans  l'annotation  (c")  ci-dessus,  reiati- 
vement  a  la  manière  dont  je  rends  le  terme  ct7rorofj.ii.  upoç  aTTorcum,, 
traduit  par  suivant  la  section  de  l'espace .  ne  présente  à  l'esprit  aucune 
signification  géométrique,  pas  plus  que  suivant  (a  section  de  raison. 
Même  observation  pour  six  autres  Porismes. 

[h")  Rien  dans  le  texte  ne  signifie  que  les  droites  dont  il  est  question 
dans  ce  Porisme  et  qui  sont  menées  d'un  point  donné,  doivent  aboutir 
à  deux  points  donnés. 

Suivant  M.  Vincent,  ce  Porisme  dépend  évidemment  du  lemmeXXIX 
de  Pappus.  «  Or,  dit-il,  ce  qui  manque  ici  à  l'énoncé  du  théorème  local, 
»  c'est  la  détermination  du  sommet  du  triangle.  •  Je  rappelle  que  ce 
lemme  XXIX  de  Pappus  est  ainsi  conçu  :  Un  sei^me?it  de  cercle  étant 
décrit  sur  olGi,  j  inscrire  un  angle  ci.y(2  dont  les  côtés  soient  entre  eux 


dans  uTi  rapport  doîuié.  M.  Vincent  suppose-t-il  que  la  question  à  ré- 


[*]  Ceci  répond  au  post-scriptum  de  la  seconde  Notice  de  M.  Vincent  où  il  oublie  ce 
qu'il  avait  dit  dans  ]à  première. 
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solicite  est  celle-ci  :  Sw  une  droite  donnée  ctQ  construire  u?i  triangle 
semblable  à  un  triangle  donné?  On  pourrait  alors,  en  effet,  construire 
sur  a/S  le  segment  capable  de  l'angle  opposé,  dans  le  triangle  donné, 
au  côté  homologue  à  a/3,  et  il  ne  resterait  plus  qu'à  déterminer  sur  l'arc 
a/3  le  sommet  du  triangle  demandé.  Mais  y  a-t-il  dans  tout  cela  quel- 
que chose  qu'on  puisse  appeler  Pom/«e,  qui  exige  de  V invention,  etc.? 
Les  circonstances  qui,  selon  Proclus,  font  le  Porisme,  manquent  ici 
abifolument. 

[i")  Dans  ce  Porisme,  de  même  que  dans  le  jirécédent,  M.  Vincent 
suppose,  sans  y  être  autorisé  par  le  texte,  que  les  droites  menées  du 
point  donné  doivent  aboutir  à  des  points  également  donnés.  Il  fait 
dépendre  ce  Porisme  du  même  lemme,  en  ce  sens  que  la  circonstance 
indiquée  dans  sa  traduction  se  vérifie  en  plaçant  le  sommet  du  triangle 
au  milieu  de  l'arc;  ce  qui  revient  à  dire  que  les  cordes  menées  du 
milieu  d'un  aie  aux  extrémités  de  cet  arc  sous-tendent  des  arcs  égaux. 
Assurément  si  une  semblable  proposition  se  distingue  par  quelque  côté, 
ce  n'est  pas  par  Vi7ivention. 

[k")  M.  Vincent  suppose  encore  que  les  deux  cas  de  ce  Porisme  se 
rapportent  à  des  problèmes  déterminés,  et  que  le  lemme  XXIX  en 
donne  égalcnu^nt  la  clef.  Suivant  lui,  il  s'agit  de  la  tangente  menée  par 
le  sommet  ;/  du  triangle  a/S;.,  laquelle  est  parallèle  à  a/S,  ou  fait  avec 
celte  droite  un  angle  donné,  selon  que  le  sommet  y  est  ou  non  au 
milieu  de  l'arc  a|5.  A  peine  est-il  besoin  de  faire  observer  ici  la  même 
absence  des  caractères  que  Proclus  signale  dans  les  Porismes.  Le  sen- 
timent des  choses  géométriques  s'élève  contre  de  semblables  interpré- 
tations. 

2".   Passages  extraits  de  Proclus. 

(/")  Ce  Po/wmè  est  évidemment  le  ro/o/Za/re  des  éléments  modernes 
de  géométrie.  Proclus  le  considère  comme  un  théorème. 

[m")  C'est  encore  ce  même  corollaire  qui  ^st  désigné  ici  et  que  Pro- 
clus considère  comme  un  théorème. 

{n")  Ces  expressions  07a  '(vtriiTui  fxîv   signifient   toutes  choses  que 
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ion  recherche  expressément,  et  non  point,  comme  M.  Vincent  le  fait 
dire  à  Procins  (sans  y  être  en  rien  autorisé  par  le  texte),  des  notions 
comprises  implicitement  dans  l'objet  dune  question.  Il  s'agit  ici  de 
choses  qne  l'on  recherclie  pour  elles-mêmes ^  et  qui  par  là  se  dis- 
tinguent essentiellement  des  corollaires. 

[o")  M.  Vincent  dénature  encore  le  sens  de  ce  passage  en  traduisant 
îopeaècoç  <^î  9(|0W^£'  p^f  tuais  où  il  j  a  ceperulant  queUpie  chose  de  par- 
ticulier à  inç'enter.  Le  Porisme  exige  de  l'invention,  c'est  là  son  carac- 
tère spécial.  Pappus  le  définit  :  une  chose  que  Von  demande  de  décou- 
vrir. 

îp")  M.  Vincent  atlribue  à  yîvîJicùç  une  signification  inadmissible. 
yîvî7iç  ne  peut,  en  aucune  manière,  être  traduit  par  exécution  prati- 
que. Il  est  manifeste  que  ce  terme  correspond  à  yiviaQai  que  l'on  trouve 
très-souvent  employé  pour  désigner  la  conséquence  d'une  hypothèse. 
Ces  expressions  y^vi^èog  /uov^ç,  s'appliquent  aux  choses  que  l'on  dé- 
duit de  notions  acquises,  mais  sans  que  {'invention  y  ait  part. 

{q")M.  Vincent  se  trompe  encore  ici,  en  supposant  queQioipiaiç  aTTÀnç 
se  rapporte  à  la  théorie,  et  que  le  Porisme  est  ainsiintermédiaire  entre 
la  théorie  et  la  pratique.  Ces  termes  complètent  la  pensée  de  Proclus. 
Après  avoir  appelé  l'attention  sur  cette  circonstance  que  le  Porisme 
demande  de  l'invention,  il  ajoute  d'abord  qne  les  choses  qu'on  déduit 
sans  invention  de  notions  acquises  ne  sont  pas  des  Porismes.  Mais  il 
y  a  aussi  d'autres  choses  auxquelles  on  parvient  par  un  raisonnement, 
une  théorie  à  priori.  Ces  dernières  ne  sont  poinî  considérées  comme 
étant  des  Porismes,  si  ce  raisonnement  ou  cette  théorie  se  présente  à 
l'esprit  sans  qu'on  ait  besoin  de  chercher,  et  c'est  là  ce  que  signifie 
l'adjectif  «ttAw. 

(/'")  Ces  mots  ^iapnicn  cTê?  signifient  qu'il  faut  ?;o/>  îa  chose.  Telle 
est,  ajoute  Proclus,  la  connaissance  que  nous  avons  des  choses  qui 
sont.  M.  Vincent  ne  rend  pas  la  pensée  de  l'auteur.  L'intention  de 
celui-ci  est  de  rappeler  l'idée  du  théorème,  puis  celle  du  problème,  pour 
faire  comprendre  ensuite  ce  qui  distingue  le  Porisme  du  théorème  et  du 
problème. 
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(s")  Rien  dans  le  texte  ne  signifie  qu  il  ne  s\igit  que  d'acquérir  la 
connaissance  de  la  chose. 

[t")  M.  Vincent  se  trompe  évidemment  en  traduisant  ce  ne  sont  pas 
des  créations.  Les  questions  citées  par  Proclus  sont,  au  contraire,  de 
telle  nature,  qu'il  faut,  pour  les  résoudre,  tout  créer,  raisonnement  et 
construction.  Voyez  ci-dessus  l'annotation  ip" ^  relativement  au  sens 
de  yivini;. 

lu")  Rien  dans  le  texte  ne  signifie  quci'pi  il  j  ait  quelque  chose  à 
trouver.  Ces  mots  aAA'  îvfî7eiç  veulent  dire  simplement  mais  des  in- 
ventions, et  c'est  là  l'idée  sur  laquelle  Proclus  insiste  particulièreuient 
sans  parvenir  à  éveiller  l'attention  de  M.  Vincent. 

'  v"  Ces  mots  fiê.œp'tct '>\.iKÎi  ne  veulent  pas  du'e  des  théorèmes  abs- 
traits. Si  l'on  essaye  de  faire  le  mot  à  mot  avec  les  significations  atti-i- 
buées  par  M.  Vincent  pour  ysvi7êtç  et  pour  Sicapict  ^f,^A;7,  on  arrive  à 
faire  dire  à  Proclus  une  chose  parfaitement  fausse,  savoir  :  qu  il  n'y  a, 
dans  ces  [exemples  \  de  choses  demandées,  ni  constructions,  ni  théorie 
abstraite. 

{x")  Pour  bien  comprendre  !e  sens  de  cette  phrase  et  de  celles  qui 
précèdent,  il  faut  se  reporter  aux  deux  propositions  d'EucUde  citées 
par  Proclus.  Voyez,  à  ce  sujet,  mes  Recherches  nouvelles  sur  les  Poris- 
mes  d'Euclide  Commentaire,  §  VITI;.  Il  est  à  remarquer  que  ces 
indicatio[is  de  Proclus  sont  contraires  aux  définitions  du  Porisme  que 
M.  Vincent  prèle  à  Pappus,  savoir:  i^que  le  Porisme  est  ce  qu'on 
ajoute  pour  mettre  à  profit  un  résultat -obtenu,  et  2°  que  le  Porisme 
est  ce  qui  manque  à  l'hypothèse  d'un  théorème  local  [pour  détruire 
V  indétermination  ) . 

{y")  La  mention  que  Proclus  fait  ici  expressément  des  Porismes 
d'Euclide.  en  appliquant  ainsi  à  ces  Porismes  ce  qu'il  vient  de  dire, 
est  fort  importante.  On  se  demande  toutefois  jusqu'à  quel  point  il  a 
vouhi  étabhr  une  assimilation  entre  deux  propositions  qui  appartien- 
nent aux  éléments  et  les  Porismes  proprement  dits.  Peut-être  Proclus 
a-t-iî  seulement  eiuprunté  à  Euclide,  dans  la  prétace  ou  dans  la  lettre 
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qui,  vraisemblablement,  précédait  le  Traité  des  Ponsynes ^  les  exemples 
donnés  par  ce  géomètre  lui-même  pour  montrer  qu'il  existe  des  pro- 
positions qui  se  distinguent  à  certains  égards,  et  surtout  par  V invention. 
des  théorèmes  et  des  problèmes . 

[z")  J'ai  cru  devoir  m'arréter  la,  parce  que  ce  qui  suit  dans  Proclus 
se  rapporte  uniquement  à  ce  que  nous  appelons  les  corollaires .  li  ne 
s'agit  plus  des  Porismes,  c'est-à-dire  de  ces  choses  que  Von  recherche 
expressément  et  qui  exigent  de  V invention ,  mais  seulement  de  ces  théo- 
rèmes qui  se  présentent  comme  par  hasard  dans  certaines  démonstra- 
tions, sans  qu'on  les  ait  cherchés  ni  proposés.  M.  Vincent,  qui  prend, 
ainsi  qu'on  l'a  vu^  les  Porismes  pour  des  corollaires^  a  jugé  à  propos 
de  citer  tout  ce  que  Proclus  dit  de  ces  derniers  :  «c  Pour  faire  bien 
»  voir  que  les  deux  sortes  de  porismes  ne  diffèrent  pas  autant  qu'on 
))  l'a  pensé,  ou  plutôt,  qu'il  n'y  a  essentiellement  qu'une  sorte  de  po- 
»  risme.  A  mon  avis,  continue  le  savant  helléniste,  la  seule  distinction 
»  que  l'on  puisse  établir  entre  eux  avec  quelque  apparence  de  raison^ 
))  consiste  en  ceci  :  que  certains  porismes  se  présentent  comme  à  l'aven- 
»  ture  Ta  avfJLCî^yizora  :  ce  sont  ceux  que  l'on  rencontre  dans  les 
»  Éléments,  x,oivct  "ÇTor/jAct^  tandis  que  les  autres,  dépendant  d'une 
5»  déduction  moins  simple,  moins  directe,  moins  élémentaire,  ne  se 
»  découvrent  que  lorsqu'on  les  cherche,  Ta  'Ç'A'ïovfj.i.vct^  après  s'être 
»  préalablement  livré  à  l'étude  des  théories  moins  vulgaires,  afin 
»  d'acquérir,  comme  le  dit  Pappus,  la  puissance  inventive^  ôiivctiutç 
))  ÉUpéTix.yi.  Ce  sont  ces  derniers  porismes  qui  composent  les  livres 
))  d'Euclide  sur  la  matière,  aîinsi  que  les  autres  traités  compris  dans 
))  le  TcTToç  avaXvofxi'joç;  et  si  Proclus  semble  établir  une  division  plus 
»  ou  moins  tranchée  entre  les  deux  classes  (non  entre  les  deux  espè- 
»  ces),  c'est  uniquement  parce  que,  devant  se  borner  à  commenter 
»  les  éléments,  il  n'avait  point  à  s'occuper  de  porismes  qui  ne  s'y  ren 
))  contrent  pas  :  voilà  tout  ce  qu'il  a  voulu  dire^  et  dont  il  a  cru  devoii 
»   avertir  ses  lecteurs.   )> 

Pour  montrer  combien  M.  Yincenf  se  trompe  en  assimilant  ainsi 
les  Porismes  aux  corollaires,  il  suffit  de  rappeler  que  Proclus  cite, 
pour  donner  une  idée  du  Porisme,  deux  propositions  dont  Tune  est 
ainsi  conçue  :  Trouver  le  centre  d  un  cercle  donné.  Or  quelle  ressem- 
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blance  y  a-t-il  entre  cette  proposition,  qui  est  un  problème,  et  un  co- 
rollaire, qui,  d'après  Proclus,  est  un  théorème? 

Il  est  vrai  que  la  proposition  dont  il  s'agit  a  un  corollaire,  sa^oir 
que  la  perpendiculaire  élevée  par  le  milieu  d'une  corde  passe  par  le 
centre.  :\Iais  Proclus  n'en  parle  que  dans  le  passage  consacré  aux  co- 
rollaires, après  avoir,  en  termes  exprès,  averti  le  lecteur  qu'il  cesse 
de  parler  des  Porismes.  M.  Vincent  n'est  pas  arrêté  par  cette  déclara- 
tion si  formelle  de  Proclus.  Entraîné  par  une  inexplicable  préoccupa- 
tion, il  applique  à  ce  corollaire  et  à  d'autres  la  dénomination  de  Po- 
risme,  et  confond  ainsi  ce  que  l'auteur  grec  a  manifestement  voulu 
séparer. 

Pour  la  signification  des  terme?  <T'ju^iQy'/.OTx  et  t^yijovuiva,  voyez 
ci-dessus  l'annotation  {u'). 

Résumé  et  Conclusions. 

Il  résulte  avec  évidence  des  annotations  qui  précèdent  que  M.  Vin- 
cent s'est  trompé  en  un  très-grand  nombre  d'endroits  dans  son  inter- 
prétation des  textes  de  Pappus  et  de  Proclus,  et  notanuiient  partout  où 
il  a  cru  devoir  proposer  un  autre  sens  que  celui  que  j'ai  adopté.  Mais 
ce  qu'il  importe  de  remarquer,  c'est  que  la  plupart  de  ces  erreurs,  et 
les  plus  graves,  sont  la  conséquence  de  l'idée  fausse  que  le  savant  hel- 
léniste s'est  faite  du  Porisme  et  par  laquelle  il  s'est  laissé  entraîner. 
D'après  lui,  le  Porisme  est  une  chose  que  l'on  ne  recherche  pas  expres- 
sément pour  elle-même,  mais  seulement  une  chose  que  Ion  Jait  remar- 
quer; en  un  mot,  dans  sa  pensée,  le  Porisme  est  un  véritable  corollaire, 
qui,  comme  tel,  ne  jait  pas  partie  de  la  proposition  à  laquelle  il  se 
rapporte.  La  seule  différence  que  M.  Vincent  admette  entre  les  corol- 
laires et  les  Porismes  consiste  en  ce  que  ces  derniers  dépendent  «  d'une 
u   déduction  moins  simple,  moins  directe,  moins  élémentaire,  o 

Or  cette  manière  d'envisager  le  Porisme  est  en  contradiction  formelle 
avec  ce  que  nous  apprennent  Pappus  et  Proclus,  et,  notamment,  il 
n'est  pas  vrai  que  le  Porisme  doive  être  séparé  comme  il  arrive  pour 
le  corollaire ,  de  la  proposition  à  laquelle  il  se  rapporte.  Il  en  constitue, 
au  contraire,  une  partie  essentielle,  analogue  à  l  ajjïrmation  dans  le 
théorème,  à  la  solution  dans  le  problème.  En  effet  : 

i".  Pappus  définit  le  Porisme  :  une  chose  qu  on  demande  de  décou- 
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y/7/',  et  ProcUis  :  une  chose  que  l'on  recherche  expiesséiuent  et  qui  exige 
de  ïinvention^  confirmant  ainsi  la  définition  de  Pappus.  Proclus  appuie 
ses  explications  de  (\^\\y^  exemples,  en  ayant  soin  d'ailleurs  de  mettre 
en  relief"  la  différence  entre  le  Porisme  et  le  corollaire.  Dans  chacun  de 
ces  deux  exemples,  le  Porisme  est  bien  une  partie  essentielle  de  la  pro- 
position, et  non  point  une  chose  que  l'on  fait  remarquer  et  qui  s'ajoute 
à  une  proposition  complète  par  elle-même.  Il  est  vrai  que  M.  Vincent 
traduit  tout  autrement  que  je  ne  le  fais  les  deux  définitions  que  je 
viens  de  rappeler,  mais  sa  traduction  n'a  évidemment  aucun  rapport 
avec  le  mot  à  mot,  soit  pour  le  sens,  soit  pour  les  termes,  et  pour  la 
proposer,  il  est  obligé  de  traduire  les  définitions  du  théorème  et  du 
problème  d'une  manière  contraire  aux  notions  que  l'on  a  sur  ces  deux 
espèces  de  propositions. 

'i^.  Le  passage  où  Pappus  appelle  l'attention  sur  ce  fait  que  dans  les 
propositions  relatives  aux  Porismes,  ce  qu'il  faut  considérer,  ce  n'est 
pas  l'hjpothèse^  mais  la  chose  cherchée  qui  se  trouve  être  la  même  dans 
un  grand  nombre  dhypothèses  dijférentes  ;  ce  passage,  dis-je,  prouve 
également  que  la  chose  cherchée,  c'est-à-dire  le  Porisme,  fait  partie  inté- 
grante de  la  proposition  où  il  est  mis  en  évidence. 

3°.  Le  Porisme,  tel  que  M.  Vincent  le  conçoit,  ne  peut  pas  être  nùs 
sous  forme  de  problème.  Or  dans  les  deux  passages  de  Proclus  où  il  est 
question dn  Porisme e\.(\n  corollaire,  ce  commentateui-  applique  expres- 
sément la  dénomination  de  théorème  aux  choses  qui  se  présentent  à  la 
manière  du  7^o/v\v//2e  de  M.  Vincent,  et  il  désigne  par  deux  fois,  sous  le 
nom  de  problèmes,  les  Porismes  d'Euclide.  De  plus,  Pappus  dit  posi- 
tivement que  les  énoncés  des  propositions  du  7 raifé  des  Porismes 
pouvaient  être  mis  sous  la  forme  qui  convient  soit  aux  théorèmes,  so\t 
aux  problèmes,  de  sorte  qu'il  y  avait  discussion  entre  les  géomètres  sur 
la  question  de  savoir  si  ces  propositions  étaient  des  théorèmes  ou  des 
problèmes.  Il  est  bien  évident  que  cette  discussion  n'aurait  pas  pu 
avoir  lieu  si  les  Porismes  avaient  été  ce  que  suppose  M.  Vincent.  Tout 
le  monde  les  aurait  considérés  comme  appartenant  au  genre  des  théo- 
rèmes . 

4**.  Pappus  donne,  comme  résumant  dix  lieux  du  premier  livre  du 
Traité  des  Porismes,  une  proposition  dans  laquelle  on  ne  voit  rien  qui 
ressemble  à  ce  que  M.Vincent  présente  comme  étant  le  Porisme.  Aussi 

i8.. 
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Je  savant  helléniste  suppose-t-il  que  ce  sont  simplement  des  lemmes,  tan- 
dis que  l'intention  de  Pappus  est  bien  de  donner  sous  un  énoncé  unique 
des  propositions  tirées  de  l'ouvrage  même  d'Euclide,  et  non  des  lemmes. 
Ainsi  donc,  M.  Vincent  se  trouve  contredit  formellement  par  les 
textes  en  ce  qu'il  y  a  de  plus  important  dans  son  interprétation,  à  savoir 
la  notion  du  Porisme. 

Cette  conception  du  savant  helléniste  est  d'ailleurs  contraire  aux 
textes  sous  un  autre  rapport,  je  veux  parler  du  caractère  ditivejitioîi 
qui  résulte  de  l'ancienne  définition  du  Porisme  citée  par  Pappus,  et 
que  Proclus  met  en  relief  avec  une  insistance  et  une  intention  bien 
marquées.  Il  oppose  même  en  cela  le  Porisme  au  corollaire  qui  est 
un  théorème  qu'on  rencontre,  sans  le  chercher,  dans  la  démonstra- 
tion d'une  proposition  ayant  un  tout  autre  objet.  Tl  appelle  l'attention 
sur  cette  circonstance  que  le  Porisme  non-seulement  est  l'objet  d'une 
recherche  expresse,  mais  encore  exige  de  Vinvention.  Pour  lui,  il 
n'v  a  Porisme  que  là  où  il  y  a  invention,  et  il  a  soin  de  dire  que  les 
simples  conséquences  de  propositions  déjà  démontrées  ne  remplissent 
pas  cette  condition,  et  qu'il  en  est  de  même  des  théories  à  priori  qui  ne 
demandent  aucun  effort  d'esprit.  Or  le  Porisme^  tel  que  M.  Vincent  le 
conçoit,  n'offre  en  aucune  façon  ce  caractère  dinvention,  du  moins 
dans  le  cas  des  propositions /ocrt/e'5'_,  où  il  faudrait  admettre  suivant  lui 
que  ce  qui  constitue  essentiellement  le  Porisme  n'est  autre  chose  que 
le  choix  que  l'on  fait  de  la  grandeur  ou  de  la  situation  d'une  partie  va- 
liable  de  la  figure  pour  faire  disparaître  l'indétermination. 

L'objection  devient  encore  plus  pressante  lorsqu'on  voit  une  circon- 
stance de  cette  nature  présentée  comme  étant  la  définition  même  du  Po- 
risme, M.  Vincent  soutient  en  effet  que  la  seconde  définition  du  Po- 
risme, dont  Pappus  nous  a  transmis  les  termes,  doit  être  interprétée 
en  ce  sens  que  le  Porisme  serait  ce  qu'il  faut  ajouter  à  Ihjpothèse 
d'un  théorème  local  pour  y  détruire  l  iTidétermination ,  c'est-à-dire  Je 
simple  choix  de  la  grandeur  et  de-  la  situation  d'une  partie  de  la 
figure,  variable  d'après  l'hypothèse.  Or  la  définition  dont  il  s'agit 
est  présentée  en  termes  généraux,  du  moins  rien  dans  Pappus  ne  fait 
supposer  qu'elle  ne  s'appliquait  pas  à  la  totalité  des  propositions  d'Eu- 
clide, et  elle  n'aurait  pas  eu  de  raison  d'être  si  elle  n'eût  été  applica- 
bles à  toutes  sans  exceptions.  Voilà  donc  le  Porisme  se   réduisant  à 
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quelque  chose  d'absolument  dépourvu  non-seulement  d'invention, 
mais  encore  de  tout  caractère  saillant.  Il  est  évident  que  le  sentiment 
des  choses  géométriques  repousse  une  pareille  supposition. 

Remarquons  que  si  cette  définition  n'est  pas  conforme  à  la  vraie  notion 
du  Porisme,  elle  nous  apprend,  toutefois,  que  les  propositions  de  l'ou- 
vrage d'Euclide  étaient  des  propositions  Locales.  Or  il  a  été  établi  ci- 
dessus  que  chacune  de  ces  propositions  devait  renfermer,  comme  par- 
tie intégrante,  le  Porisme  qui  en  était  l'objet.  Donc,  il  n'est  pas  vrai  de 
dire  que  le  Porisme  avait  pour  effet  de  détruire  l'indétermination  ;  il 
la  laissait,  au  contraire,  subsister.  Ainsi  donc,  de  ce  côté  encore,  les 
idées  de  M.  "Vincent  sont  inadmissibles. 

Peut-être  est-ce  pour  échapper  à  ces  objections  qu'il  se  laisse  aller 
à  donner  le  nom  de  Porismes  à  des  propositions  locales,  sans  y  avoir 
détruit  l'indétermination,  c'est-à-dire  avant  d'y  avoir  introduit  son  pré- 
tendu Porisme;  mais  alors  sous  quel  rapport  distingne-t-il  ces  propo- 
sitions des  autres  propositions  du  même  genre  auxquelles  les  anciens 
n'ont  pas  donné  le  nom  de  Porisme?  Il  ne  fait  que  déplacer  la  diffi- 
culté. Pour  la  faire  disparaître,  il  suffit  de  considérer  le  Porisme 
comme  étant  la  conséquence  d'une  hypothèse  et  non  de  la  demom- 
tration  cViine  proposition.  Cette  solution  si  simple  est  celle  que  j'ai  pro- 
posée, elle  répond  à  tout. 

On  le  voit,  l'interprétation  que  M.  Vincent  oppose  à  la  mienne  est 
viciée  dans  son  principe  même.  Il  ne  faut  donc  pas  s'étonner  si  sa 
traduction  est  attaquable  sur  un  si  grand  nombre  de  points;  tout  cela 
est,  comme  je  l'ai  dit,  la  conséquence  d'une  idée  préconçue.  C'est 
ainsi  qu'indépendamment  des  définitions,  des  groupes  importants  de 
détails  sont  rendus  d'une  manière  que  le  mot  à  mot  ne  peut  justifier  ; 
que  là  où  Pappus  annonce  une  proposition  résumant  dans  son  énoncé 
dix  lieiijc  du  premier  livre  du  Traité  des  Porismes,  M.  Vincent  donne 
une  proposition  qui  n'est  pas  un  lieu,  etc.  ;  qu'enfin  il  en  vient  à  dire  : 

De  loin  c'est  quelque  chose  et  de  près  ce  n'est  rien, 

d'un  ouvrage  dont  Pappus  fait  une  éminente  distinction  parmi  d'autres 
écrits  des  géomètres  grecs,  traitant  pour  la  plupart  de  questions  qui, 
même  de  nos  jours,  ne  sauraient  être  considérées  comme  faciles  à 
résoudre. 
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Je  fais  remarquer  en  terminant  que  cette  discussion  laisse  sul)sister 
les  conclusions  que  j'ai  émises  dans  mes  Recherches  nouvelles  sur  les 
Poiismes  dEuclide  (Commentaire,  §  XYII),  et  que  le  seul  changement 
à  y  apporter  consiste  en  ce  qu'au  lieu  d'attribuer  la  seconde  définition 
du  Porisme  au  grand  nombre  de  questions  relatives  aux  lieux  que  ren- 
fermait le  Traité  des  Porismes,  il  faut  considérer  cette  seconde  défi- 
nition comme  sappliquant  généralement  à  toutes  les  propositions  de 
ce  Traité,  lesquelles  étaient,  sans  exception,  à^'f,  propositions  locales. 
Cette  rectification  rend  les  conclusions  dont  il  s'agit  plus  nettes,  sans 
en  changer  le  sens. 


CORRECTIOZSS    POUR    LtS    RECHERCHES    NOUVELLES    SUR    LES    PORISME5. 
(i^s  série,  t.  X\  ,  p.  209  à  3o'|.  ; 
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li^ne  I  après  ces  mots  les  Porismes  d'Euclide,  ajoutez  en  trois  livres. 

ligne  6  du  texte  grec  en  remontant,  au  lieu  de  ourai- ;  ,  lisez  ovraç-   . 

li<'ne  2  du  texte  grec  en  remontant,  au  lieu  de ttooio^-to-j ,  lisez  crofxî-ftaT*», 

note  [/],  après  ces  mots  te!  qu'on  le  trouve,  ajoutez  dans  Halley. 

note  [_/"],  au  lieu  de  ^lé'efcifor ,  lisez  ^i^oftmoi. 

note  [ff  1,  fiif^  l'^ti  de  TiTt-ç-u-n-rlov ,  lisez  -TKfvTrTioy. 

ligne  i3,  au  lieu  de  point  fixe,  que,  etc.,  lisez  point  fixe;  que,  etc. 

ligne  8  en  remontant,  au  lieu  de  le  rectangle,  lisez  du  rectangle. 

ligne  10  en  remontant,  au  lieu  de  côté,  lisez  côtes. 

ligne  I  du  texte  grec  en  remontant,  au  lieu  de  U^yTi?  ;  ,  lisez  aTrXîjr-  . 

ligne  S  de  la  note,  au  lieu  de  ex,  lisez  ea. 

ligne  10,  au  lieu  de  trouver  une  des  lignes ,  lisez  trouver  des  lignes. 

ligne  2  en  remontant,  au  lieu  de  proportions,  //.yez  propositions. 

ligne  i5  en  remontant,  an  lieu  de  partie,  lisez  portée. 

ligne  4j  «"  ^'^«  ^^  qu'  "'^st  pas,  lisez  qui  n'est  que. 

2'  énoncé,  au  lieu  de  un  rayon  connu,  lisez  un  rapport  connu. 

note  ,  après  le  mot  Paris  ,  ajoutez  i845. 
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QUELQUES  FORMULES  GENERALES  QUI  PEUVENT  ÊTRE  UTILES 
DANS  LA  THÉORIE  DES  NOMBRES; 

Par  m    J    LIOUVILLE 


PREMIER    ARTICLE. 


J'avais  entrepris  avec  une  extrême  ardeur  dans  le  courant  de  l'an- 
née dernière  des  recherches  sur  divers  points,  de  la  théorie  des  nombres 
que  des  occupations  nouvelles  et  impérieuses  m'ont,  à  mon  grand  re- 
gret, obligé  trop  tôt  d'abandonner.  Ne  pouvant  espérer  d'avoir  de 
longtemps  la  liberté  d'y  revenir,  surtout  de  les  reprendre  dans  leur 
ensemble  et  dans  leur  tendance  vers  un  même  but,  je  me  décide  à 
publier  morceau  par  morceau,  et  à  mesure  que  je  disposerai  de  quel- 
ques minutes,  ceux  des  résultats  auxquels  j'étais  déjà  parvenu  qui 
peuvent  encore  offrir  de  l'intérêt  quand  on  les  considère  isolément.  Je 
réclame  pour  ce  travail  ingrat  et  décousu  l'indulgence  du  lecteur. 

La  première  formule  que  je  donnerai  contient  une  fonction  f  { x) 
qui  doit  être  paire,  ou  plutôt  qui  doit  être  telle  que  l'on  ail 

pour  toutes  les  valeurs  de  œ  qu'on  a  à  employer  :  ces  valeurs  seront 
ici  des  nombres  entiers  pairs,  en  sorte  que  l'on  pourrait  poser,  par 
exemple, 

I  X 

J'admets  aussi  que  pour  chacune  de  ces  valeurs  de  x,  la  valeur  de 
f  [oc)  est  bien  déterminée.  La  fonction  J  [oc]  est  du  reste  une  fonc- 
tion quelconque,  algébrique  ou  numérique. 

Soit  m  un  nombre  impair  donné  à  volonté.  Décomposons  im  en 
deux  parties  impaires  m',  m",  de  manière  que  l'on  ait 

ini  =^  ni  -\-  /7i", 
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m!  prenant  successivement  les  valeurs 

1,        3,        5,...,        2/«     —     3,        2/«     —      I; 

tandis  que  m'  prend  les  valeurs  complémentaires  ou  correspondantes 

2/«—  I,    2W—  3,...,    5,    3,    I. 

Désignons  généralement  par  d'  un  quelconque  des  diviseurs  de  ni , 
et  par  d"  un  quelconque  des  diviseurs  du  nombre  correspondant  iri' , 
puis  formons  la  somme  triple 

Les  deux  premières  sommations  se  rapportent  aux  diviseurs  d\  d"  de 

chacun  des  groupes  m',  m",   et  le  troisième  ^  indique  que  l'on  doit 

faire  le  total  des  sommes  partielles  ainsi  obtenues  pour  les  groupes 
successifs 

1 ,  1.111  —  I  ;      3 .   lui  —  3  ; ...  ;      a  fw  —  i ,    i . 

La  valeur  de  la  somme  complète  S  peut  toujours  être  exprimée  sim- 
plement au  moyen  des  diviseurs  d  de  l'entier  impair  donné  m.  Je 
trouve  en  effet  que 

^  =  ^à{f{o)-f{'.d)\ 
Ainsi  l'on  a 

Soit,  par  exemple,  iil  =  3,  les  décompositions  de  iiii  seront 

I  -f-  5,     3  -h  3,     5  -I-  I. 

Pour  chacun  des  deux  groupes  extrêmes  les  valeurs  ahsolues  de 
d'  —  d"  et  de  d' -\-  d"  on  n  a  besoin  que  des  valeurs  absolues  puisque 
f{—  oc)  =  f[oc)  par  hypothèse)  sont  respectivement  o  et  4  pour 
d'  —  y,  a  et  6  pour  d' -^  d"  :   pour  le  groupe    du   milieu  3,3,  elles 
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sont  2,  4i  4)  6  et  o,  o,  2,  2.  Le  premier  membre  de  la  formule  (A; 
s'exprime  donc  par 

^[(/(o)  +/(4)  -m  -/(6)1  +  2/(0)  -f-  2/(2)  -/(2)  -  2/(4)  ^/,6), 

ce  qui  se  réduit  à 

4/(0) -/(^)- 3/(6). 

Or  au  second  membre,  où  d  doit  prendre  les  deux  valeurs  i  et  3,  on 
trouve 

/(o)-/(2)+3[/(o)-/(6)]; 

c'est  bien  la  même  valeur  qu'au  premier  membre. 

La  formule  (A)  peut  être  établie  par  différents  moyens.  Je  réserve 
la  démonstration  pour  un  autre  moment,  me  bornant  aujourd'hui  à 
indiquer  quelques  applications  des  plus  simples. 

Posons 

f{x)  =x\ 
d'où 

f^d'  -  d")  -f{d'  +  d")  =-^d'd", 
et 

/(0)-/(2<l=:-4^^ 

En  changeant  donc  les  signes  des  deux  membres  et  divisant  par  4,  Is 
formule  (A)  nous  donnera 


La  double  somme 

n'est  autre  chose  que  le  produit  de  ^d'  par  ^d",  c'est-à-dire  le  pro- 
duit de  la  somme  des  diviseurs  de  m'  par  la  somme  des  diviseurs  de 
m".  En  désignant  donc  à  notre  ordinaire  par  <^fj,{m)  la  somme  des 
puissances  de  degré  p.  des  diviseurs  de  tout  nombre  m,  nous  aurons 

Tome  111  (2^  série).  —  Avril  j858.  9 
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OQ  si  l'on  veut, 


la  sommation  au  second  membre  portant  actuellement  sur   n    dont 
les  valeurs  successives  sont  r,  3,  5,...,  2/72  —  i . 

Quant  à  ^{d'^j,  c'est  la  somme  des  cubes  des  diviseurs  d  de  m,  ou 

autrement  dit,  c'est  Ç3  [m).  On  a  donc,  pour  tout  noaibre  impair  m, 

ou  bien,  sans  signe  sommatoire, 

?3('«)=Ç.(0Ç«(2'«-0  +  Ç.(3)Çi(>w-  3)+...-^Ç,(2m-i)Ç,(i). 

Nous   avons  fait  usage   de   cette  formule   dans   le   cahier  précédent 
(page  85).  Ce  n'est,  comme  on  voit,  qu'un  cas  très-particulier  de  la 
formule  (A). 
Soit  à  présent 

/(a:)  =  x-\ 

et  la  formule  ^A)  nous  donnera 

Le  second  membre  s'exprime  immédiatement  par  2Ç5  [m).  Quant  au 
premier  membre,  j'observe  que  la  somme 

2,^{d-d"  +  rl"^d') 

est  formée  de  deux  parties 

évidemment  égales  entre  elles,  parce  que  les  valeurs  de  m"  sont  dans 
l'ordre  inverse  les  mêmes  que  celles  de  m'.  Cette  somme  se  réduit 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  1^7 

donc  à 

c'est-à-dire  au  double  du  produit 

^d'.J^d"\ 
ou  enfin  au  double  de 

On  a  donc  finalement,  pour  tout  nombre  impair  m, 

^rAm)=^-Ç,{m')Ç,{m"), 
ou,  si  l'on  veut; 

Je  signe  sommatoire  portant  sur  les  valeurs  i,  3,  5, —  im  —  i  de  «. 

Comme  Ç,  [m)  exprime  le  nombre  des  décompositions  du  quadruple 

de  l'entier  impair  m  en  une  somme  de  quatre  carrés  impairs,  la  formule 

montre  que  'Çz{m)  est  le  nombre  des  décompositions  de  8m  en  une 
somme  de  huit  carrés  impairs;  et,  cela  étant,  la  formule 

indique  à  son  tour  que  'Ç^[m)  est  le  nombre  des  décompositions  de 
TÔmen  une  somme  de  huit  carrés  impairs  faisant  un  total  dont  le 
quotient  par  8  soit  impair,  plus  le  double  d'une  autre  somme  de  quatre 
carrés  impairs.  En  effet,  pour  opérer  sur  i6m  toutes  les  décomposi- 
tions dont  il  s'agit,  il  faut  prendre  de  toutes  les  manières  possibles 

i6m  =  8m"  H-  i.[\m', 

^9- 
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m'  et  m"  étant  les  mêmes  entiers  impairs  que  dans  notre  équation 


im-=.  m  +  m 


puis  décomposer  8 m"  en  huit  carrés  impairs  et  [\m'  en  quatre  carrés 
impairs,  et  enfin  combiner  entre  elles  de  toutes  les  manières  possibles 
ces  décompositions,  ce  qui  donne  pour  chaque  groupe  un  nombre 
d'expressions  marqué  par 

ÇsK)?.  K)- 

De  là  pour  les  groupes  réunis  ce  nombre  complet 

que  nous  voyons  être  égal  à  Çs  (m).  C'est  donc  bien  par  Ç3  (m)  que 
s'exprime,  pour  tout  nombre  impair  m,  le  nombre  des  décompositions 
de  \6m  en  une  somme  de  huit  carrés  impairs  faisant  un  total  dont  le 
quotient  par  8  soit  impair,  plus  le  double  d'une  autre  somme  de  quatre 
carrés  impairs. 

En  prenant  pour  f{x)  une  puissance  paire  de  x  de  degré  de  plus 
en  plus  élevé,  on  arrive  ainsi  à  trouver  pour  Ç-(?7z),  Çg  (m),  l^^  (  77z),etc., 
une  interprétation  qui  porte  toujours  sur  la  décomposition  des  nom- 
bres en  sommes  de  carrés.  Mais  les  résultats  ne  sont  plus  si  nets  et  les 
énoncés  se  compliquent  beaucoup.  C'est  ce  que  Ton  verra  déjà  pour 

f[x)  =  xK 
On  arrive  alors  à  la  formule 

qui  conduit  au  théorème  suivant  :  m  étant  un  nombre  impair  donné 
à  volonté,  désignons  par  P  le  nombre  des  décompositions  de  16m  en 
une  somme  de  seize  carrés  impairs  dont  les  huit  premiers  et  les  huit 
derniers  séparément  fassent  des  multiples  impairs  de  8,  et  par  Q  le 
nombre  des  décompositions  de  32  m  en  une  somme  de  huit  carrés 
impairs  donnant  un  total  dont  le  quotient  par   8  soit  impair,  plus  le 
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double  d'une  somme  de  quatre  carrés  impairs,  plus  enfin  le  quadruple 
d'une  dernière  somme  de  quatre  carrés  impairs  aussi.  Nous  aurons 

S^T{m)  r=  5P  +  3Q. 
Nous  nous  contenterons  d'indiquer  le  résultat  pour 

/W  =  ^^^ 

savoir 

2^"-'.  Ç.,.^.  (m)  =  ^-^Ç,  {m')  Ç..,,.-.  {m") 

Les  coefficients  sont  ceux  de  rang  pair  dans  la  formule  du  binôme  ; 
les  termes  à  égale  distance  des  extrêmes  dans  le  second  membre  sont 
égaux.  La  formule  est  curieuse  et  pourra  être  utile. 

Comme  dernière  application  de  la  formule  (A),  soit 

f[x)  =  cosx/, 
t  désignant  une  constante  quelconque.  Nous  trouverons 


En  donnant  à  t  des  valeurs  particulières,  on  déduit  de  là  diverses 
formules  qui  ont  de  l'intérêt. 

Faisons,  par  exemple,  ^  =  -,  et  l'équation 
qu'on  obtiendra,  et  qui  peut  s'écrire 
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nous  ramènera  au  théorème  si  connu  de  Jacobi  concernant  la  décom- 
position de  ^m  en  une  somme  de  quatre  carrés  impairs.  On  serait 
arrivé  au  même  résultat  en  prenant 

X 

Faisons  encore  ^  =  ?'  et  il  nous  viendra 

2  (  2  ^"^  t"  •  1  ^^"  T^  )  =  2  (^^  ^"^'  T 

formule  de  laquelle  il  nous  serait  aisé  de  conclure  le  nombre  des  dé- 
compositions de  1  m  sous  la  forme 

x^  -h  3.r'^  +  r^  -r  3  J'^ 

on,  ce  qui  revient  au  même,  sous  la  forme 

Mais  nous  aimons  mieux  consacrer  une  Note  spéciale  à  la  pioposition 
dont  nous  parlons  et  à  d'autres  propositions  analogues.  Notre  objet 
pour  le  moment  est  d'indiquer  des  formules  générales  et  non  de  déve- 
lopper dans  leurs  détails  les  applications  particulières.  Nous  ne  pré- 
sentons des  exemples  qu'autant  qu'il  en  faut  pour  bien  montrer  le 
sens  précis  de  nos  formules. 

Nous  en  avons  donc  assez  dit  sur  la  formule  (A).  Plus  tard  nous  la 
compléterons  à  divers  points  de  vue,  en  remplaçant,  par  exemple,  le 
nombre  impair  m  par  un  nombre  pair  ou  impair  à  volonté,  ou  bien 
le  nombre  pair  -iin  par  un  nombre  impair  m  ou  plutôt,  par  un  nombre 
quelconque.  Mais  dès  aujourd'hui  je  veux  donner  à  nos  résultats  une 
extension  considérable,  sans  changer  la  nature  du  nombre  ni  que  je 
reeanie  toujours  comme  impair,  ainsi  que  les  deux  nombres  m',  m" 
dont  la  somme  fait  im. 

('>ontiiuions  à  désigner   par  d  un  quelconque  des  diviseurs  de  m, 

et  par  d'  ou  .'/'  un  quelconque  des  diviseurs  de  ///  ou  m";  mais  de  plus 

représentons  pai-  o^,  c?',  ô^"  les  diviseurs  complémentaires,  en  sorte  que 

l'on  ait 

m  =  r/o\     m  =  d'  & .,     m"  =  d"  â"  : 
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puis  formons  la  somme  triple 

où  les  deux  premiers  V  portent   sur  les  diviseurs  d',  â' ,  (l'\   ù"  des 

deux  nombres  m' et  w"=  iin  —  m', et  où  le  troisième  ^  indique  qu'on 

doit  faire  le  total  des  sommes  partielles  prises  d'abord  pour  chaque 
groupe  m',  m" .  La  fonction  f{x,  j)  est  supposée  telle  que,  pour 
chaque  valeur  de  x  ou  de  j  employée,  on  ait 

j-i^_  oc^   r)-=  f{x,   r\     f[oc,  -x)=f{x,j). 

Cela  posé,  je  dis  que  la  somme  triple  obtenue  comme  on   vient  de 
le  marquer,  est  égale  à  la  somme  très-simple 

Ainsi  on  a 

La  formule  (B)  se  réduit  à  la  formule  (A)  quand  on  remplace  la  fonc- 
tion f{x,f)^  qui  est  à  deux  variables,  par  une  fonction  j  [x)  d'une 
seule  variable. 

On  pourra,  si  l'on  veut,  remplacer  la  formule  (R)  par  celle-ci  : 

(^^2{  22^^^'^'-^'"'  ^"+n-/K  +  ^/",  'î'-r)]Uy;.-/[/-(o,2./)-/(2rf,o)], 

qui  lui  est  tout  à  fait  équivalente 

En  prenant 

f{x^  f)  =  cosxt  COSJZ  , 

où  ^  et  jz  sont  deux  constantes  à  volonté,  et  en  posant,  pour  abréger, 
et  relativement  à  tout  entier  impair  m  =  dâ, 

V  sïndt  cosâz  =  ^{fn]^     ^cosdtsinâz  =  ct  (m), 
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la  formule  (C)  fournit  ce  résultat  remarquable 

qui  donne  lieu  à  beaucoup  de  conséquences  intéressantes. 

Je  terminerai  ce  premier  article  en  donnant  une  formule  qu'on 
pourra  rapprocher  de  la  formule  (A),  dans  laquelle  du  reste  elle 
rentre  au  fond.  Pour  l'obtenir,  je  pose  dans  la  formule  (C)  ; 

/(.r,jr)  =  (-,r/(.r), 

ce  qui  est  permis,  parce  que  j  est  un  nombre  pair  :  on  suppose,  bien 
entendu,  que  f[—x)=f[x).  En  observant  que  l'on  a 

que  de  plus 


o'-^S" 


(-1)      ^        =-(-!)      ^       -(-I)    ^      .(-I)     ^^ 

et 


(-1)    -^      =-(-i)    ^    .(-r)    ^    , 

on  obtient 

!^'— I         i" — I  \ 

Cette  formule  m'a  paru  bonne  à  transcrire;  mais,  je  le  répète,  on 
pourrait  la  déduire  de  la  formule  (A)  :  elle  n'en  diffère  pas  essentielle- 
ment. 


PARIS.    IMPRIMERIE  T>E  MALLET-BACHELIER, 

nie  du  Jardinet ,  12. 
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LES    CONIOIES    D  APOLLONIUS; 

Par  m.  HOLSEL 


Nous  savons  que  les  mathématiciens  de  l'antiquité  avaient  des  notions 
très-étendues  sur  les  sections  coniques,  mais  nous  savons  aussi  qu'ils 
ne  connaissaient  pas  les  méthodes  anal\ tiques  au  moyen  desquelles  on 
étudie  aujourd'hui  ces  courbes.  Nous  avons  donc  un  certain  intérêt  à 
rechercher  comment  ils  ont  pu  découvrir  la  plus  grande  partie  des 
théorèmes  que  nous  connaissons  maintenant  sur  ce  sujet. 

Le  plus  illustre  des  savants  anciens  qui  ont  écrit  sur  les  sections 
coniques  est  Apollonius,  de  Perge,  en  Pamphylie.  Il  vivait  à  Alexan- 
drie, cette  nouvelle  Athènes  des  successeurs  d'Alexandre,  sous  Ptolé- 
mée  Evergète,  vers  l'an  i[\[\  avant  Jésus-Christ. 

Son  ouvrage  se  compose  de  huit  livres  dont  le  sujet  nous  est  connu 
par  une  lettre  qu'il  écrivit  à  Eudème,  et  par  les  Collections  mathéma- 
tiques de  Pappus,  mais  pendant  longtemps  on  n'a  possédé  que  les  qua- 
tre premiers.  Une  traduction  arabe  des  trois  livres  suivants  fut  décou- 
verte, en  j658,  par  le  mathématicien  Borelli,  dans  la  bibliothèque  des 
Médicis.  Plus  tard,  on  a  encore  trouvé  d'autres  manuscrits  arabes  de 
ces  trois  livres;  mais  le  huitième  livre  paraît  complètement  perdu. 

Avant  d'analyser  l'ouvrage  d'xipoUonius,  il  est  nécessaire  de  recher- 
cher, je  ne  dis  pas  l'état  de  la  science  avant  ses  travaux,  ce  qui  serait 
assez  difficile,  mais  du  moins  la  définition  que  l'on  donnait  avant  lui 
des  différentes  espèces  de  sections  coniques.  Voici  comment  Pappus 
expose  ces  anciennes  définitions. 

Dans  un  cône  circulaire  quelconque,  droit  ou  oblique,  menons  un 
plan  arbitraire  par  Taxe,  c'est-à-dire  par  la  ligne  qui  joint  le  sommet 
au  centre  de  la  base,  ce  plan  déterminera  au  sommet  du  cône  un  angle 
droit,  aigu  ou  obtus;  puis,  imaginons  un  plan  perpendiculaire  à  l'un 
des  côtés  de  cet  angle  et  voyons  quelle  sera  la  nature  de  la  section  dé- 
terminée par  ce  nouveau  plan  sur  la  surface  conique. 

Tome  m  (aesérie).—  Mai  i858.  ^O 
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Si  l'angle  du  sommet  est  droit,  on  aura  une  courbe  indéfinie  sur  une 
seule  nappe  du  cône,  c'est-à-dire  une  parabole;  si  1  angle  est  aigu,  on 
obtiendra  sur  une  seule  nappe  une  courbe  fermée,  c'est-à-du^e  une 
ellipse;  enfin,  si  l'angle  est  obtus,  on  aura  sur  chaque  nappe  deux 
branches  infinies,  ou  bien  une  hyperbole. 

Mais  Apollonius  observa  que  les  trois  espèces  de  sections  pouvaient 
être  obtenues  d'un  même  cône;  il  parvint  ainsi  à  rédiger  un  traité  aussi 
complet  qu'on  pouvait  l'espérer  à  cette  époque  et  que  le  monde  savant 
sest  contenté  de  commenter  pendant  bien  des  siècles. 

Le  premier  livre  d'Apollonius  a  pour  but  de  définir  les  sections 
coniques  et  d'obtenir  leurs  équations  au  moyon  des  diamètres  con- 
jugués. 

Ce  mot  adéquation  pourrait  étonner  si  1  on  pensait  que  l^s  anciens 
n'eussent  aucune  connaissance  de  l'analyse  :  assurément,  la  discussion 
de  l'équation  générale  du  second  degré  à  deux  variables  n'était  pas  a 
leur  portée,  mais  ils  n'en  avaient  pas  moins  une  méthode  de  calcul 
appliquée  à  la  géométrie,  dont  on  trouve  dans  Euclide  une  foule 
d'exemples,  quelquefois  assez  compliqués,  tels  que  la  mesure  du  seg- 
ment sphérique.  Cette  méthode,  qui  nous  semble  aujourd'hui  exiger 
beaucoup  plus  d'efforts  d'esprit  que  le  mécanisme  de  l'algèbre,  mais 
qui  leur  était  sans  doute  rendue  plus  facile  par  une  habitude  constante, 
consistait  à  obtenir,  par  les  proportions  qu'ils  maniaient  très-habiie- 
ment,  des  expressions  capables  d'être  construites  géométriquement. 

Quanta  l'idée  même  des  coordonnées ,  elle  est  tellement  simple,  que 
les  anciens  n'ont  pu  manquer  de  la  concevoir  :  les  mots  même  A' ab- 
scisses et  d'ordonnées  se  trouvent  dans  Apollonius  et  étaient  certaine- 
ment employés  avant  lui.  Cela  ne  diminue  en  nen  la  gloire  de  notre 
Descartes  qui  a  fécondé  cette  pensée  au  point  d'en  tirer  une  science 
toute  nouvelle. 

Dans  le  cours  de  l'analyse  que  nous  entreprenons,  nous  serons  sou- 
vent iorcé,  pour  éclaircir  et  surtout  pour  abréger  les  démonstrations, 
de  nous  rapprocher  des  usages  et  des  calculs  modernes  :  mais  il  sera 
toujours  sous-entendu  que,  dans  les  constructions  géométriques  de 
l'auteur,  on  parvient,  au  moyen  d'un  nombre  suffisant  de  moyennes 
proportionnelles,   à  n'avoir  qu'un  seul  facteur  au  numérateur  et  au 
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(lénominaleur  crune  expression  quelconque;  s'il  y  a,  au  contraire,  un 
lacteur  commun  à  supprimer  entre  ces  deux  termes,  cela  revient  à 
considérer  le  rapport  de  deux  rectangles  qui  ont  une  dimension  com- 
mune et  qui  sont  entre  eux  comme  leurs  autres  côtés.  De  plus,  quand 
le  numérateur  et  le  dénominateur  d'une  expression  contenaient  beau- 
coup de  facteurs,  les  anciens  la  décomposaient  dans  le  produit  de  deux 
ou  de  plusieurs  rapports,  et  cette  expression  était  dite  la  raison  com- 
posée [Xoyoç  (Tvvxè//itivoç)  de  ces  rapports  ou  raisons. 

Nous  verrons  que,  sauf  ces  différences  de  forme,  les  méthodes  d'A- 
pollonius ressemblent  quelquefois  à  celles  que  l'on  emploie  encore 
aujourd'hui. 

Apollonius  ne  s'occuj)e  pas  seulement  du  cône  droit  de  la  géométrie 
élémentaire;  il  considère  immédiatement  le  cône  circulaire  oblique, 
engendré  par  une  droite  qui  s'appuie  constamment  sur  une  circonfé- 
rence en  passant  toujours  par  un  sommet  donné.  Il  démontre  que  tout 
plan  passant  par  ce  sommet  détermine  un  triangle  dont  un  des  côtés 
est  une  corde  du  cercle  de  base;  que  toute  section  parallèle  à  cette 
base  est  aussi  un  cercle,  et  enfin  il  prouve,  comme  on  le  fait  mainte- 
nant, l'existence  du  cercle  sous-contraire  ou  anti- parallèle  :  ensuite  il 
pose,  comme  lenune  fondamental,  la  proposition  suivante  (livre  I, 
prop.  6)  : 

Par  l'axe  du  cône,  c'est-à-dire  par  la  droite  qui  joint  le  sommet  au 
centre  du  cercle  de  base,  imaginez  un  plan  quelconque,  qui  coupera 
le  cône  suivant  un  triangle  quon  appelle  triangle  par  l'axe  et  dont  la 
base  est  un  diamètre  du  cercle;  dans  le  plan  de  ce  cercle,  menez  une 
perpendiculaire  à  ce  diamètre,  et  enfin,  par  un  point  quelconque  pris 
sur  la  surface  du  cône,  menez  une  parallèle  à  cette  perpendiculaire; 
le  plan  mené  par  Taxe  divisera  cette  parallèle  en  deux  parties  égales. 

Ce  théorème  est  facile  à  démontrer  par  des  triangles  semblables,  en 
menant  par  cette  parallèle  et  par  le  sommet  du  cône  un  plan  qui 
coupe  le  cercle  de  base  suivant  une  perpendiculaire  au  diamètre 
indiqué. 

D  après  cela,  concevez  un  plan  qui  coupe  la  base  suivant  une  per- 
pendiculaire à  ce  diamètre,  vous  obtiendrez  évidemment  une  section 
conique  dont  l'intersection  avec  le  triangle  par  Taxe  sera  un  diamètre 

20.. 
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transverse,  comme  coupant  en  deux  parties  égales  une  série  de  cordes 
parallèles,  et  rencontrant  la  section  conique  que  Ton  considère  au 
point  où  le  plan  sécant  rencontre  à  la  fois  le  plan  mené  par  Taxe  et  le 
cône  ;  si  vous  prenez  pour  base  le  cercle  passant  par  ce  point,  vous 
obtiendrez  une  droite  tangente  à  la  section  conique  et  parallèle  aux 
cordes  divisées  en  deux  parties  égales  par  le  diamètre  qui  aboutit  au 
même  point. 

Le  triangle  par  Taxe  a  évidemment  deux  côtés  passant  par  le  som- 
met du  cône;  le  premier  de  ces  côtés  passant  par  le  point  que  nous 
venons  de  déterminer  sur  la  section,  cette  courbe  sera  une  paiabole  si 
le  diamètre  transverse  est  parallèle  au  second  de  ces  côtés  ;  elle  sera 
une  ellipse,  s'il  rencontre  ce  second  côté  sur  la  même  nappe  que  le 
premier,  et  une  byperbole  s'il  le  rencontre  sur  l'autre  nappe.  Mais  il 
faut  observer  que  les  anciens  ne  donnaient  le  nom  d'hyperbole  qu  à  la 
moitié  de  la  courbe  que  nous  appelons  ainsi,  et  que  les  deux  parties 
de  cette  courbe,  comparées  l'une  à  l'autre,  portaient  le  nom  de  sections 
opposées. 

Prenons  donc  pour  origine  des  coordonnées  le  point  de  la  courbe 
que  nous  avons  déterminé;  le  diamètre  transverse  sera  l'axe  des  ab- 
scisses, et  la  tangente  que  nous  avons  menée  à  l'origine  sera  Taxe  des 
ordonnées.  Apollonius  parvient  alors  à  l'équation 

j"^  =  ipx  -+-  qx' 

de  la  même  manière  que  les  modernes,  c'est-à-dire  en  menant  par  un 
point  quelconque  de  la  courbe  un  plan  parallèle  à  la  base  du  cône  :  il 
est  bien  entendu  que  les  sinus  sont  remplacés  par  des  rapports  de 
lignes.  La  parabole  a  pour  équation  j-  =  ipx;  c^est  la  courbe  par 
égalité  ;  si  q  est  négatif,  c'est-à-dire  s'il  faut  retrancher  quelque  chose 
de  o.px,  on  a  l'elhpse,  ou  la  courbe  par  déjaut;  enfin,  s'il  faut  ajouter 
quelque  chose  à  ipx  pour  avoir  j-%  on  obtient  l'hyperbole,  ou  la 
courbe  par  excès;  ainsi  se  trouvent  justifiées  les  dénominations  de  ces 
trois  courbes. 

Ensuite  considérant  la  section,  telle  que  l'ellipse,  dans  son  plan  et 
indépendamment  du  cône,  l'auteur  transporte  l'origine  au  milieu  du 
diamètre  transverse,  en  diminuant  les  abscisses  de  la  moitié  de  ce  dia- 
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mètre,  ce  qui  lui  donne  l'équation 


ou  bien 


r-  =-Ja''  -  x^\ 


x'         y 
à"  ¥ 


Ici  a  est  la  moitié  du  diamètre  transverse,  et  h  est  la  moitié  du  dia- 
mètre droit,  c'est-à-dire  du  second  diamètre,  parallèle  aux  ordonnées 
et  conjugué  du  premier.  Seulement,  ce  mot  de  diamètre  droit  ^opÔ/a) 
ne  doit  pas  induire  en  erreur  et  faire  croire  que  ces  deux  diamètres 
sont  nécessairement  perpendiculaires.  Au  contraire,  comme  on  peut 
mener  une  infinité  de  triangles  par  l'axe,  il  s'agit  d'un  système  quel- 
conque de  diamètres  conjugués. 

ib"-  . 

On  appelle  côté  droit  le  coefficient  2p  =  — 5  et  ion  nomme  Jigure 
le  parallélogramme  fait  sur  le  diamètre  transverse  in  et  sur  le  coté 
droit  - — 5  pris  dans  la  direction  du  diamètre  droit,  c'est-a-dire  de  la  tan- 

a      ' 

gente  à  l'extrémité  du  premier  diamètre;  ainsi  ib  sera  une  moyenne 
proportionnelle  entre  les  deux  côtés  de  la  figure. 

Ces  définitions  s'appliquent  aussi  à  l'hyperbole,  mais  on  voit  que, 
pour  cette  dernière  courbe,  le  diamètre  droit  n'est  autre  chose  que  le 
diamètre  non  transverse. 

Dans  les  trois  sections  le  côté  droit  2/?  est  une  ligne  dont  la  longueur 
est  déterminée  par  les  éléments  du  cône  et  la  position  du  plan  sécant; 
mais  dans  l'ellipse  cette  quantité  se  trouve  encore  au  moyen  du  second 
diamètre,  qui  est  lui-même  transverse;  dans  l'hyperbole,  au  contraire, 
c'est  la  valeur  du  cùté  droit  qui  fait  connaître  celle  de  b'- . 

L'équation  ordinaire 

.r-  y- 

de  1  ellipse  et  de  l'hyperbole,  fait  voir,  par  une  simple  considération 
de  triangles  égaux,  que  toute  corde  passant  par  le  mifieu  commun  des 
diamètres  conjugués  a  et  b  s'y  trouve  divisée  en  deux  parties  égales:  ce 
milieu  est  doftc  un  cejitre. 
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Les  trois  sections  étant  toujours  rapportées  à  un  système  de  dia- 
mètres conjugués,  Apollonius  cherche  l'équation  de  la  tangente  en  un 
point  donné  de  la  courbe,  à  peu  près  jiar  la  méthode  suivante,  que 
nous  appliquerons  seulemerit  a  1  ellipse. 

Soient  x'  et  j' les  coordonnées  d'un  point  pris  sur  lellipse;  on  a  la 
relation 


j:  '  Y 


On   démontre  par  ime   considération  géométrique  très-simple  que 
tout  autre  point  du  plan  donnera 


suivant  que  ce  point  sera  extérieur  ou  intérieur  a  Tellipse.  Cela  posé, 
je  disque  la  droite  qui  aura  pour  équation 


sera  tangente  à  la  courbe,  parce  qiie  tous  les   pouits   de  cette  droite 
donneront  l'inégalité 


>   1 


En  effet,  à  la  quantilé h  V  ajoutons 

1  fji  /;-'       J 


et  retranchons 


X  '  Y  ■ 

"^   "^    "^   ~    '^ 


2  .Tx'  2  YY' 

-^    -^ 

a-  b- 


la  quantilé  qui  en  résultera  se  présentera  sous  la  forme 


ou  bien  sous  cette  autre 


x^         >•' 
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et  la  première  étant  évidemment  positive,  la  seconde  doit  l'être  aussi. 

L'équation  de  la  faf.gente  étant  ainsi  trouvée,  l'auteur  en  conclut 
différents  théorèmes  plus  ou  moins  importants  :  dans  l'ellipse  et 
l'hyperbole,  la  distance  du  centre  au  point  où  la  tangente  rencontre 
!e  diamètre  transverse  fst  troisième  proportionnelle  à  la  moitié  de  ce 
(liameti'e  et  à  l'abscisse  du  point  de  contact;  dans  la  parabole,  la  sous- 
tangente  est  double  de  l'abscisse,  etc Mais  surtout  il  fait  voir  qu'il 

y  a  une  infinité  de  diamètres  conjugués. 

Pour  le  démontrer,  considérons  l'ellipse  rapportée  à  ses  diamètres 
primitifs  et  menons  une  tangente  pai"  un  point  quelconque  A  de  la 
courbe;  d'un  autre  point  B,  pris  aussi  arbitrairement  sur  l'ellipse, 
menons  une  parallèle  à  cette  tangente  et  cherchons  l'autre  point  C  où 
cette  parallèle  rencontre  encore  la  courbe  ainsi  que  le  point  D  où  elle 
coupe  le  diamètre  OA  ;  nous  parviendrons  à  reconnaître,  par  le  calcul 
et  la  comparaison  des  abscisses,  que  BD  =  DC  ;  donc  OA  divise  en 
deux  parties  égales  toutes  les  cordes  parallèles  à  la  tangente  en  A,  ce 
qui  jjrouve  que  cette  ligne  mérite  en  effet  le  nom  de  diamètre. 

On  a  déjà  vu,  pour  le  système  primitif,  que  si  une  droite  passant 
par  le  centre  divisait  en  deux  parties  égales  un  système  de  cordes  pa- 
rallèles, cette  propriété  était  réciproque  pour  la  droite  menée  par  le 
centre  parallèlement  à  ces  cordes;  en  répétant  ce  raisonnement,  fondé 
sur  \'d  symétrie  de  l'équation  ordinaire,  on  verrait  que  OA  fait  un 
système  de  diamètres  conjugués  avec  la  droite  menée  par  le  centre 
parallèlement  à  la  corde  BC 

La  démonstration  est  la  même  pour  l'hyperbole.  Ces  théorèmes 
(propositions  ^7  et  48)  dépendent  de  lemmes  démontrés  dans  les 
n°^  4'  ?  43,  44  et  45.  Quant  a  la  parabole,  on  montre  (proposition  46  ' 
que  si  l'on  mène  par  le  point  de  contact  une  parallèle  au  diamètre  pri- 
mitif, cette  parallèle  divisera  en  deux  parties  égales  les  cordes  paral- 
lèles à  la  tangente;  donc  dans  la  parabole  tous  les  diamètres  sont 
parallèles  entre  eux.  Ce  théorème  dépend  d'un  lemme  démontré  pro- 
position 4^. 

La  proposition  49  fait  voir  que  l'équation  de  la  parabole  a  la  même 
forme  pour  un  système  quelconque  de  diamètres  conjugués.  C'est  ce 
que  l'auteur  a  déjà  prouvé  relativement  à  l'ellipse  et  à  l'hyperbole,  au 
moyen  des  lemmes  et  théorèmes  que  nous  avons  indiqués. 
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Les  propositions  5o  et  5i  ont  un  énoncé  très-compliqué,  mais  qui  se 
ramène,  quant  à  ses  conséquences  que  nous  verrons  dans  le  septième 
livre,  au  tliéoreme  que  voici  : 

Soient  Ok  et  OB,  Ok'  et  OB'  deux  systèmes  quelconques  de  diamè- 
tres conjugués  de  l" ellipse;  au  point  A'  menons  une  tangente  qui  coupe 
OA  en  M  et  OB  en  N,  nous  aurons 

ÔB^  =  A'xM.A'N. 

Même  résultat  pour  l'hyperboie. 

A  la  fin  du  premier  livre,  l'auteur  se  propose  de  construire  les  trois 
coniques  d'après  certaines  données,  et  pour  cela  il  revient  aux  consi- 
dérations de  l'espace,  en  cherchant  à  placer  ces  courbes  sur  un  cône 
qui  sera  droit  si  Ton  donne  les  axes  rectangulaires.  Ces  dernières  pro- 
positions sont  donc  inverses  des  premières,  où  il  s'agissait  de  couper 
un  cône  par  un  plan;  elles  sont  même  identiques  au  fond,  puisqu'il 
s'agit  toujours  d'établir  une  relation  entre  les  éléments  de  la  courbe 
et  ceux  du  cône.  D'ailleurs  Apollonius  revient  là-dessus  à  la  fin  du 
sixième  livre. 

Nous  n'insisterons  pas  sur  ces  solutions,  mais  on  voit  du  moins 
que  l'auteur  cherche  à  préciser  la  forme  des  courbes  en  considérant 
les  axes  rectangulaires. 

Le  second  livre  commence  par  la  théorie  des  asymptotes  de 
l'hyperbole;  mais  ici  l'auteur  revient  avec  raison  à  un  système  de  dia- 
mètres conjugués. 

D'un  point  quelconque  de  l'hyperbole,  Apollonius  mené  une  tan- 
gente sur  laquelle  il  prend  de  chaque  côté  du  point  de  contact  une 
longueur  égale  au  demi-diamètre  non  transverse-conjuguédu  diamètre 
transverse  qui  passe  par  ce  point  ;  puis  il  joint  le  centre  aux  points 
ainsi  obtenus,  et  démontre  que  ces  droites  de  jonction,  nommées 
asymptotes,  ne  rencontrent  jamais  la  courbe  ;  il  montre  aussi  que 
toute  autre  droite,  menée  dans  l'intérieur  de  l'angle  des  premières, 
rencontre  nécessairement  la  courbe. 

Les  raisonnements  de  l'auteur  reviennent  à  comparer  l'équation 

a-         h' 
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de  l'hyperbole  avec  les  équations 

b  a 

des  droites  ainsi  définies  sous  le  nom  d'asymptotes. 

Tout  cela  se  rapporte  au  système  de  diamètres  conjugués  dont  Je 
transverse  passe  par  le  point  de  contact;  mais,  comme  on  vient  de 
trouver  les  limites  entre  toutes  les  droites  qui,  passant  parle  centre, 
rencontrent  ou  ne  rencontrent  pas  la  courbe,  il  est  clair  que  ces  limites 
seront  toujours  les  mêmes,  quel  que  soit  le  système  de  diamètres  con- 
jugués, et  c'est  là  ce  qui  démontre  que  toute  tangente  à  l'hyperbole, 
comprise  entre  les  asymptotes,  est  divisée  en  deux  parties  égales  au 
point  de  contact. 

Ensuite,  considérant  une  tangente  à  une  conique  quelconque  et 
une  corde  parallèle  à  cette  tangente,  Apollonius  démontre  que  la  droite 
qui  joint  le  point  de  contact  et  le  milieu  de  la  corde  est  un  diamètre 
de  la  courbe.  Appliquons  ce  théorème  à  l'hyperbole,  et  considérons  le 
diamètre  en  question  qui  passe  par  le  point  de  contact  et  divise  la 
corde  en  deux  parties  égales;  nous  avons  vu  qu'il  partageait  de  même 
la  portion  de  la  tangente  comprise  entre  les  asymptotes,  et  nous  ver- 
rons, par  des  triangles  semblables,  que  la  portion  de  la  sécante,  com- 
prise entre  les  asymptotes,  est  aussi  divisée  dans  le  même  rapport  : 
donc,  en  prenant  la  différence  de  part  et  d'autre,  on  reconnaîtra  que 
les  parties  d'une  corde  comprises  entre  les  asymptotes  et  l'hyperbole 
sont  égales. 

D'après  cela  l'auteur  parvient  à  l'équation  de  l'hyperbole  rapportée 
à  ses  asymptotes;  c'est-à-dire  à  démontrer  que  si  Ton  prend  deux 
points  quelconques  sur  une  hyperbole,  et  que  l'on  considère  les  coor- 
données de  ces  deux  points  en  prenant  pour  axes  les  asymptotes,  le 
rectangle  des  coordonnées  de  l'un  de  ces  points  sera  équivalent  au  rec- 
tangle de  l'autre;  il  suffit  pour  cela  d'appliquer  le  théortme  précédent 
à  la  droite  qui  joint  ces  deux  points. 

Enfin,  cette  relation  entre  les  parallèles  aux  asymptotes,  qu'il  est 
facile  d'étendre  à  des  perpendiculaires  à  ces  mêmes  droites,  conduit  au 
théorème  fondamental  :  les  asymptotes  s'approchent  indéfiniment  de 
la  courbe. 

Tome  m  (i*  série).  —  Mai  i85.s  ^^ 
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La  théorie  des  asymptotes  se  termine  par  quelques  considérations 
sur  les  sections  opposées  conjuguées. 

Nous  avons  déjà  vu  qu'on  entendait  par  sections  opposées  les  deux 
parties  de  Ihyperbole  comprises  dans  le  même  angle  des  asymptotes  : 
dans  l'angle  supplémentaire  formé  par  ces  asymptotes,  imaginons  une 
autre  hyperbole  dont  un  diamètre  Iransverse  soit  un  diamètre  non 
transverse  de  la  première,  et  réciproquement;  les  deux  parties  de  cette 
autre  courbe  seront  les  sections  opposées  conjuguées  de  l'hyperbole 
donnée. 

Cette  considération  est  utile  en  ce  qu'elle  permet  d'appliquer  à 
l'extrémité  du  diamètre  non  transverse  d'une  hyperbole  les  théorèmes 
qui  ont  été  démontrés  pour  l'extrémité  du  diamètre  transverse,  c'est- 
à-dire  pour  un  point  de  la  courbe,  en  observant  que  la  parallèle  menée 
au  diamètre  transverse  par  l'extrémité  de  ce  diamètre  non  transverse 
est  tangente  à  une  hyperbole  qui  a  les  mêmes  asymptotes  que  la  pre- 
mière. On  reconnaîtra  ainsi  que  la  portion  de  cette  parallèle  comprise 
dans  l'angle  supplémentaire  des  asymptotes  est  divisée  en  deux  parties 
égales  au  point  que  nous  avons  indiqué,  et  l'on  trouvera  aussi  les 
expressions  des  distances  interceptées  par  cette  parallèle  sur  les  axes 
des  coordonnées,  c'est-à-dire  sur  les  diamètres. 

Après  quelques  théorèmes  sur  la  manière  dont  les  cordes  et  les  tan- 
gentes se  coupent  en  dedans  ou  en  dehors  des  coniques,  et  même, 
pour  l'hyperbole,  en  dedans  ou  en  dehors  de  l'angle  des  asymptotes, 
Apollonius  démontre  la  proposition  suivante  : 

Dans  toute  conique,  la  droite  qui  joint  le  point  de  concours  de  deux 
tangentes  avec  le  milieu  de  la  corde  de  coniact  est  un  diamètre  de  la 
section . 

Ce  théorème  est  une  conséquence  évidente  de  l'expression  trouvée 
dans  le  premier  livre  et  qui  donne  la  distance  où  une  tangente  ren- 
contre un  diamètre  transverse  quelconque,  en  fonction  de  ce  diamètre 
et  de  l'abscisse  du  point  de  contact.  Si  nous  prenons  pour  direction 
des  abscisses,  c'est-à-dire,  pour  le  diamètre  transverse  en  question, 
celui  qui  passe  par  le  point  de  concours  des  deux  tangentes,  les  deux 
points  de  contact  auront  nécessairement  la  même  abscisse;  donc 
aussi,  d'après  l'équation  de  la  courbe,  les  carrés  de  leurs  ordonnées 
seront  les  mêmes,  ce  qui  démontre  la  proposition. 
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Viennent  ensuite  certains  problèmes,  dans  lesquels  on  suppose  la 
conique  donnée^  c'est-à-dire  complètement  construite. 

Étant  donnée  une  section  conique,  trouver  un  diamètre  de  cette 
section  (problème  indéterminé).  On  mène  deux  cordes  parallèles  dont 
on  joint  les  milieux. 

En  faisant  deux  fois  cette  opération  pour  l'ellipse  et  l'hyperbole,  on 
trouve  le  centre. 

Quant  aux  axes  rectangulaires,  on  obtiendra  ceux  de  la  parabole  en 
menant  une  perpendiculaire  à  la  direction  commune  des  diamètres,  et 
élevant_,  par  le  milieu  de  la  corde  ainsi  obtenue,  un  diamètre  qui  sera 
l'axe  et  coupera  la  courbe  au  sommet. 

Pour  avoir  les  axes  de  l'ellipse,  on  décrira,  en  prenant  comme 
centre  celui  de  la  courbe,  une  circonférence  de  rayon  arbitraire,  mais 
néanmoins  coupant  l'ellipse  en  quatre  points;  menant  les  bissectrices 
des  angles  formés  par  ces  points  pris  deux  à  deux,  on  a  les  directions 
des  axes,  dont  les  grandeurs  sont  données  par  les  intersections  de  ces 
bissectrices  avec  la  courbe. 

La  même  construction  donnera  les  directions  des  axes  de  l'hyper- 
bole et  la  grandeur  de  Taxe  transverse.  Quant  à  celle  de  l'axe  non 
transverse,  voici  comment  on  l'obtiendra  :  le  système  primitif  de  dia- 
mètres conjugués  a  donné  les  asymptotes  comme  diagonales  du  paral- 
lélogramme fait  sur  ces  diamètres  ;  comme  les  sommets  du  rectangle 
construit  sur  les  axes  se  trouvent  aussi  sur  les  asymptotes,  on  aura 
l'axe  non  transverse. 

Enfin  Apollonius  démontre,  par  une  réduction  à  l'absurde  (livre  II, 
proposition  58  j,  qu'il  n'y  a  dans  les  coniques,  excepté  la  circonfé- 
rence, qu'un  seul  système  d'axes,  c'est-à-dire  de  diamètres  conjugués 
rectangulaires. 

Cette  dernière  proposition  fait  voir  q»ie  l'intention  de  l'auteur  a  été 
ici  de  démontrer  et  de  préciser  l'existence  des  axes,  plutôt  que  de  les 
construire  exactement.  En  effet,  les  indications  précédentes  doivent 
paraître  peu  scientifiques,  mais  la  solution  complète  de  ces  problèmes 
exige  des  principes  qui  ont  été  découverts  par  Apollonius  lui-même,  et 
que  l'on  ne  trouvera  que  dans  le  septième  livre. 

Enfin  le  second  livre  se  termine  par  divers  problèmes  sur  les  tan- 
gentes; mais  nous  ferons  ob.server  d'avance  que   les  solutions  d'Apol- 

2T.. 
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Joniiis  ne  sont  point  fondées  sur  les  propriétés  des  foyers,  dont  la 
théorie  ne  paraîtra  que  dans  le  troisième  livre. 

On  propose  de  mener  d'un  point  donné  une  tangente  à  une  conique. 
Nous  supposerons  immédiatement  le  cas  le  plus  général,  celui  dans 
lequel  le  point  donné  est  extérieur. 

Considérons  d'abord  la  parabole  rapportée  à  un  système  d'axes  con- 
jugués, dont  l'un  est  le  diamètre  quelconque  OH^  et  l'autre  la  tangente 
au  point  O  {fig.  i).  Du  point  donné  C  menons  un  diamètre  qui  coupe 


FiG .     I . 


la  courbe  en  G;  du  point  G  menons  à  la  tangente  en  O  la  parallèle  GH 
qui  coupe  OH  en  H,  et  soit  pris  sur  le  premier  diamètre  OI  =  OH  ; 
on  sait,  par  la  propriété  de  la  sous-tangente,  que  IG  sera  une  tangente 
en  G.  Sur  le  diamètre  CG  prenons  GL  =  GC,  et  du  point  Vj  menons 
à  IG  une  parallèle  qui  coupe  la  courbe  en  M  et  en  N;  les  droites  CM 
et  CN  seront  les  tangentes  demandées. 

Ou  voit  qu'il  faut  déterminer  d'abord  la  tangente  parallèle  à  la 
corde  de  contact. 

On  trouvera  par  la  même  méthode  {fig.  2)  les  tangentes  menées 


Fig.  ■>. 
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d'un  point  extérieur  C  à  l'ellipse  dont  le  centre  est  O,  et  qui  est  rap- 
portée aux  diamètres  conjugués  OH  et  OB.  Joignez  OC  qui  coupe  la 
courbe  en  G;  soit  H  le  point  où  la  parallèle  GH  à  OB  coupe  OA,  et 


TT— ?  la  droite  GI  sera  tangente 

OH.  ~ 


prenez  la  troisième  proportionnelle  01 

en  G. 

Maintenant  supposons  le  problème  résolu,  et  soit  MN  la  corde  de 
contact  qui  coupe  OG  en  L;  comme  on  peut  supposer  l'ellipse  rappor- 
tée au  diamètre  OG  et  à  son  conjugué,  nous  aurons  OL.OC  =  OG,  ce 
qui  donne  OL  et  le  point  L,  par  lequel  on  mené  à  GI  une  parallèle 
qui  sera  la  corde  de  contact  et  qui  coupera  l'ellipse  aux  points  de- 
mandés M  et  N. 

La  construction  sera  la  même  pour  l'hyperbole^  si  les  deux  points 
de  contact  sont  sur  la  même  section,  c'est-à-dire  si  le  point  donné  C 
est  compris  dans  l'angle  des  asymptotes;  cela  tient  à  ce  que  OC  coupera 
IdL  section  en  G.  Il  sera  même  plus  facile  que  pour  l'ellipse  de  mener 
en  ce  point  G  la  tangente  qui  doit  être  parallèle  à  la  corde  de  contact, 
car  il  suffira,  à  l'aide  d'un  problème  connu,  de  faire  passer  par  ce 
point  G  une  droite  qui  s'y  trouve  divisée  en  deux  parties  égales  entre 
les  asymptotes. 

Mais  si  le  point  donné  C  est  dans  l'angle  supplémentaire  des  asymp- 
totes {Jig.  3),  les  deux  points  de  contact  étant  chacun  sur  une  des  sec- 

FiG.  3. 


tions  opposées,  il  n'y  aura  pas  de  tangente  parallèle  à  la  corde  de 
contact,  parce  que  le  diamètre  OC  ne  sera  pas  transverse,  ce  qui  ne 
l'empêchera  point  de  passer  par  le  milieu  L  de  cette  corde  MN  et  de 
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donner  la  relation 

ob'=  OL.OC, 

en  appelant  OB  la  longueur  du  demi-diametre  non  transverse  dans  la 
direction  de  OC.  Voici  d'abord  comment  on  trouvera  celte  valeur  OB  : 
menez  une  corde  quelconque  EF  parallèle  à  OC,  soit  G  le  milieu  de 
cette  corde,  et  joignez  OG  qui  coupe  la  courbe  en  A  ;  connaissant  OA  et 
les  asymptotes,  on  aura  OB  en  construisant  un  parallélogramme.  Dès 
lors  la  relation 

détermine  le  point  L,  et  si  l'on  mène  de  ce  point  une  parallèle  à  OA, 
on  trouve  les  points  M  et  N . 

Nous  n'insisterons  pas  sur  les  problèmes  suivants  :  Mener  une  tan- 
gente qui  fasse  avec  les  axes  rectangulaires  des  angles  donnés  ^et  mener' 
une  tangente  qui  fasse  un  angle  donné  avec  le  diamètre  qui  passe  par 
le  point  de  contact,  ce  qui  revient  à  dire  :  Construire  deux  diamètres 
conjugués jaisant  entre  eux  un  angle  donné.  Les  solutions  de  ces  pro- 
blèmes, comme  celles  des  précédents,  sont  insuffisantes  en  théorie 
comme  en  pratique,  parce  qu'elles  supposent  les  courbes  complètement 
construites.  Apollonius  les  rapporte  sans  doute  parce  qu'elles  étaient 
connues  avant  lui,  mais  il  n'en  était  peut-être  pas  très-satisfait  lui- 
même. 

Le  troisième  livre  comuience  par  le  lemme  suivant,  que  nous  allons 
développer  pour  donner  encore  un  exemple  de  calculs  géométriques  : 

Soient  M  etN  deux  points  d'une  section  conique,  dont  le  centre  est 
en  O  (le  théorème  serait  vrai  aussi  pour  une  parabole).  La  tangente 
en  M  coupe  ON  en  P,  et  la  tangente  en  N  coupe  OM  en  Q;  enfin,  soit  R 
le  point  de  rencontre  de  ces  tangentes  :  je  dis  que  les  triangles  MRQ,  NRP 
sont  équivalents  [fig.  4)- 

En  effet,  soit  MS  parallèle  à  QN;  le  théorème  de  la  troisième  pro- 
portionnelle donne 

on' =  OP.  OS, 


ou  b 


len 
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ON  _^0P 

Fie.  4. 


Mais  les  triangles  semblables  donnent 


167 


et  l'on  a  d'un  autre  coté 


Donc 


ON   _  OQN 
OP  _  OMP 

ôs  ■"  mis' 
OQN  =  OxMP, 


et,  retranchant  la  partie  commune  OMRN,  il  reste 

MRQ  =  ]NRP. 

Nous  ne  suivrons  pas  l'auteur  dans  le  développement  des  vine[t-huit 
propositions  suivantes,  qui  le  conduisent  d'une  manière  ingénieuse, 
mais  pénible,  au  théorème  que  voici,  en  s'élevant  de  cas  particuliers 
à  des  cas  plus  généraux. 

D'un  point  O,  pris  n'importe  où  sur  le  plan  d'une  conique,  menons, 
sous  des  directions  arbitraires,  deux  sécantes,  dont  In  première  coupe 
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ia  courbe  aux  points  A  et  B,  la  seconde  aux  points  C  et  D.  D'un  autre 
point  O',  également  quelconque,  menons  aussi  deux  sécantes,  respec- 
tivement parallèles  aux  premières  et  qui  coupent  la  courbe  aux  points 
A' et  B',  C  et  D';  on  aura 

OA.OB  _  Q^V.O'B^ 

OC.OD  ~"  O'C'.O'D'' 

L'énoncé  de  l'auteur  n'est  pas  tout  à  fait  aussi  général  ;  il  suppose 
que  les  droites  OAB,  OCD  sont  respectivement  parallèles  à  un  système 
de  diamètres  conjugués.  Malgré  cette  restriction,  on  voit  que  le  théo- 
rème des  segments^  qui  résume  ainsi  le  commencement  du  troisième 
livre,  pourrait  être  attribué  à  Apollonius  aussi  bien  qu'à  Newton,  dont 
ii  porte  le  nom;  il  est  vrai  que  Newton  l'a  énoncé  d'une  manière  plus 
générale,  et  qu'il  l'a  même  •  tendu  aux  courbes  d'un  degré  supérieur. 

Du  reste,  la  restriction  que  nous  avons  signalée  dans  Apollonius  est 
plutôt  apparente  que  réelle,  car  elle  ne  s'étend  point  à  la  plupart  des 
iemmes  qu'il  démontre. 

Voici  maintenant  le  résumé  des  dix  propositions  suivantes  : 

Toute  sécante  à  une  conique^  passant  pm^  le  point  de  concours  de 
deuoc  tangentes,  est  divisée  harmoTiiquei lient  par  la  corde  de  contact. 

Ainsi,  soit  C  le  point  de  concours  des  tangentes,  menons  par  ce 

point  une  droite  qui  coupe  en  D  la  corde  de  contact  et  qui  rencontre 

la  courbe  aux  deux  points  A  et  B;  le  point  A  étant  situé  entre  C  et  D, 

nous  aurons 

CA .  BD  =  CB .  AD, 

c  est-à-dire  que  le  produit  des  deux  parties  extrêmes  est  équivalent  au 
produit  de  la  ligne  totale  par  la  ligne  du  milieu.  Seulement  l'auteur 
énonce  ce  théorème  sous  forme  de  proportion,  et  il  écrit 

CA  _  DA 
CB  ~~  DB' 

Le  mot  harmonique,  qui  est  bien  connu  poui"  indiquer  cette  divi- 
sion d'une  droite,  n'est  pas  employé  par  Apollonius. 

La  proposition  4  i ,  qui  ne  paraît  pas  se  rattacher  à  ce  qui  précède 
ni  à  ce  qui  suit,  est  énoncée  ainsi  par  Apollonius  : 

Trois  tnnucîites  à  In  parabole  se  coupent  dans  la  même  proportion. 
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Mais  cet  énoncé  est  Irès-vagiie,  et  voici  comment  l'auteur  le  pré- 
cise. 

Soient  A,  B,  C  trois  points  d'une  parabole,  E  le  point  de  concours 
des  tangentes  extrêmes  en  A  et  en  C,  soit  D  le  point  où  la  tangente  au 
point  B,  compris  entre  les  deux  autres,  coupe  AE,  et  F  le  point  où  elle 
coupe  CE  ;  on  a  la  relation 

CF  _  ED  _  FB 
FË  ~  DÂ  "~  Bd' 

Pour  se  rappeler  ce  théorème,  on  peut  former  les  deux  premiers 
rapports  en  prenant  à  la  suite  les  uns  des  autres  tous  les  segments  des 
tangentes  extrêmes,  depuis  le  point  C  jusqu'au  point  A;  quant  au 
troisième  rapport ,  on  revient  au  point  F,  voisin  du  point  C  de 
départ. 

Voici  les  énoncés  de  quelques  propositions  qui  viennent  à  la 
suite. 

Si  l'on  mène  par  les  extrémités  d'un  diamètre  de  l'ellipse  des  tan- 
gentes parallèles  à  son  conjugué  jusqu'à  la  rencontre  d'une  tangente 
quelconque,  le  produit  des  segments  interceptés  sur  ces  parallèles  est 
égal  au  carré  du  demi-diamètre  conjugué. 

Même  démonstration  pour  un  diamètre  transverse  de  l'hyperbole; 
le  produit  indiqué  sera  égal  au  carré  du  demi-diamètre  conjugué  non 
transverse. 

Une  tangente  à  l'hyperbole  détermine  sur  les  asymptotes,  à  partir 
du  centre,  deux  segments  dont  le  produit  est  constant.  (C'est  une  con- 
séquence immédiate  de  l'équation  asymptotique  de  la  courbe  et  de  la 
division  de  la  tangente  en  deux  parties  égales  au  point  de  contact.) 

Si  l'on  réuiùt  deux  à  deux  les  points  où  dc^ix  tangentes  à  l'hyper- 
bole rencontrent  les  asymptotes,  ces  lignes  de  jonction  sont  parallèles 
à  la  corde  de  contact. 

Enfin  commence  à  la  45*  proposition  la  théorie  des  foyers  que  l'auteur 
appelle  ar/uéïa,  Ix.  tHç  Trapa^oMç,  ce  qui  peut  se  traduire  par  points 
de  comparaison;  mais  le  mot  grec  n'est  pas  heureux,  car  il  fait  son- 
ger à  la  parabole  dont  il  n'est  ici  nullement  question.  Au  contraire, 
puisque  l'auteur  ne  considère  les  foyers  qu'en  les  comparant  l'un  a 
l'autre,   il  ne  s'agit   point  du  foyer  de  la  parabole,  qui  est  unicfue; 

Tome  m  (i«  série).  —  Mai  i858.  ^^ 
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en  effet  Apollonius  n'en  parle  jamais  et  ne  semble  pas  l'avoir  connu. 
La  45^  proposition  peut  s'énoncer  de  la  manière  suivante  : 
Par  les  extrémités  du  grand  axe  d'une  ellipse  ou  de  l'axe  transverse 
d'une  hyperbole,  élevez  à  cet  axe  deux  perpendiculaires  qui  intercep- 
tent sur  une  tangente  quelconque  une  certaine  longueur.  Sur  cette 
longueur  interceptée,  prise  comme  diamètre,  décrivez  une  demi-cir- 
conférence, qui  coupe  l'axe  en  deux  points,  ce  seront  ]es  points  de 
comparaison  ou  foyers. 

Cependant  les  foyers  sont  d'abord  définis  de  la  manière  suivante  : 
prenez  sur  le  grand  axe  de  l'ellipse  ou  sur  l'axe  transverse  de  l'hyper- 
bole un  point  tel  que  le  produit  de  ses  distances  aux  extrémités  de  cet 

axe  soit  le  quart  de  la  figure  (c'est-à-dire  b^ ,  car  la  figure  est  le  pro- 

duit  du  côté  droit  par  l'axe,  ce  qui  fait 2rt  =  [\h^  ).  Ce  point  et  son 

symétrique  seront  les  foyers. 

On  démontre  que,  si  l'on  joint  a  l'un  des  foyers  les  extrémités  de  la 
distance  interceptée  sur  la  tangente  quelconque,  on  formera  ainsi  un 
angle  droit  dont  ce  foyer  sera  le  sommet. 

La  ligne  qui  joint  l'un  des  foyers  à  l'une  des  extrémités  dont  nous 
venons  de  parler  et  celle  qui  joint  l'autre  foyer  à  l'autre  extrémité  por- 
tent collectivemejit,  chez  Apollonius,  le  nom  de  lignes  conjointes  :  on 
voit  donc  qu'il  y  en  a  deux  couples  pour  chaque  tangente. 

Cela  posé,  la  proposition  46,  dont  l'énoncé  est  assez  obscur,  consiste 
eu  ce  que,  si  l'on  considère  un  couple  de  lignes  conjointes,  Tangle  que 
fait  l'une  de  ces  droites  avec  la  tangente  en  question  est  égal  à  l'angle 
que  fait  l'autre  droite  avec  l'axe  focal.  Cela  se  voit  parce  que  ces  angles 
sont  inscrits  dans  un  même  segment  de  la  demi-circonférence  dont 
nous  avons  parlé. 

Viennent  ensuite  les  théorèmes  suivants  : 

Le  point  de  concours  de  chaque  système  de  lignes  conjointes  est  sur 
la  normale,  c'est-à-dire  sur  la  perpendiculaire  élevée  à  la  tangente  que 
nous  considérions  par  son  point  de  contact. 

Les  rayons  vecteurs  de  ce  point  de  contact  font  des  angles  égaux 
avec  la  normale  pour  l'ellipse  et  avec  la  tangente  pour  l'hvperbole. 
(C'est  aujourd'hui  le  théorème  fondamental  de  la  théorie  des  tan- 
gentes. ) 
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De  l'un  des  foyers  abaissez  une  perpendiculaire  sur  une  tangente, 
joignez  le  pied  de  la  perpendiculaire  aux  sommets  de  l'axe  focal,  ces 
lignes  de  jonction  font  un  angle  droit  dont  le  sommet  est  le  pied  de  la 
perpendiculaire. 

Menez  pai'  le  centre  une  parallèle  à  l'un  des  ravons  vecteurs  jusqu'à 
la  tangente,  cette  distance  sera  égale  à  la  moitié  de  laxe  focal. 

Ces  deux  dernières  propositions  reviennent  à  dire  que  le  lieu  géo- 
métrique des  perpendiculaires  abaissées  des  foyers  sur  les  tangentes 
est  un  cercle  qui  a  pour  diamètre  l'axe  focal. 

L'axe  focal  est  égal  à  la  différence  des  ravons  vecteurs  dans  l'hyper- 
bole et  à  leur  somme  dans  l'ellipse. 

Ici  se  termine,  à  la  proposition  02,  la  théorie  des  foyers  par  cette 
propriété  fondamentale  qui  leur  sert  aujourd'hui  de  définition.  On  voit 
que  la  principale  imperfection  de  cette  théorie  consiste  en  ce  qu'il 
nest  point  question  des  directrices. 

Voici  enfin  les  propositions  qui  terminent  le  troisième  livre  : 

Des  extrémités  d'un  diamètre  quelconque  de  l'ellipse  ou  d'un  dia- 
mètre transverse  de  l'hyperbole,  élevez  des  tangentes  à  la  courbe  et 
joignez  ces  mêmes  extrémités  à  un  point  quelconque  de  la  courbe;  les 
lignes  de  jonction  prolongées  détermineront  sur  les  tangentes  oppo- 
sées, à  partir  de  chaque  extrémité  du  diamètre,  des  segments  dont  le 
produit  sera  égal  au  carré  du  diamètre  conjugué  avec  celui  que  l'on 
considère. 

La  proposition  [\i  de  ce  livre  montre  que  ce  rectangle  est  quadruple 
de  celui  des  droites  qu'intercepte,  sur  les  mêmes  tangentes,  la  tan- 
gente au  point  quelconque  que  Ton  considère. 

Les  trois  dernières  propositions  du  troisième  livre  se  résument  dans 
un  théorème  dont  nous  allons  encore  citer  l'énoncé  et  même  la  dé- 
monstration, pour  montrer  jusqu'où  peut  aller  la  complication  des 
calculs  géométriques  de  l'auteur. 

Soient  M  et  M'  deux  points  quelconques  d'une  portion  continue  de 
section  conique  (//^.  5  ,  et  menons  les  tangentes  MP,  M'P  qui  se  cou- 
pent en  F  ;  joignons  le  point  P  au  milieu  R  de  la  corde  MM',  et  soit  A 
le  point  où  PR  rencontre  la  courbe,  A  étant  entre  Pet  R.  Des  mêmes 
points  M  et  M'  menons  MH  parallèle  à  M'P  et  M'H'  parallèle  à  MP  ; 
enfin,  soit  K  un  point  pris  sur  la  même  branche  de  la  conique,  et  joi- 

22.. 
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gnons  MK  qui  coupe  M'H'  en  H',  ainsi  que  M'K  qui  coupe  MH  en  H, 

FiG.  5. 

/H 


nous  aurons  la  relation 


MH.M'H' 
MM'' 


AR 
ÂP 


MP  ■  PM^ 
RM.  RM'' 


seulement  il  faut  observer  que  RM  =  RM',  ce  qui  réduit  la  formule  à 
celle-ci  : 

MH.M'H'  =  ^,.4.PM.PM'. 

AP 

formule  indépendante  de  la  position  du  point  K. 

A  ce  sujet,  nous  ferons  remarquer  une  notation  qui  pourrait  embar- 
rasser dans  la  lecture  des  anciens  géomètres;  quand  on  parle  du  rec- 
tangle MPM',  il  faut  imaginer  que  la  lettre  du  milieu  est  redoublée,  ce 
qui  fait  le  rectangle  MP.PM',  même  quand  les  trois  points  ne  sont  pas 
sur  la  même  droite. 

Voici  maintenant  comment  Apollonius  démontre  le  théorème  pré- 
cédent : 

Des  points  A  et  K  menons  des  parallèles  à  MM';  on  sait  que  la  pa- 
rallèle en  A  est  tangente  à  la  courbe  et  coupe  les  tangentes  données 
en  deux  points  D  et  D',  tels  que  AD  =  AD'. 

Ea  parallèle  menée  par  le  point  R  coupera  aussi  ces  deux  tangentes 
aux  points  E,  E',  et  rencontrera  encore  la  courbe  en  un  autre  point  K'  ; 
on  sait  que  PR  passe  par  le  milieu  de  KR'  et  de  EE',  ce  qui  fait  que 
ER'  =  RE'. 
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Cela  posé,  le  théorème  des  segments,  démontré  au  commencement 
de  ce  livre,  nous  donne 


DA  EK  EK' 


DM  EM 


puisque  chaque  point  de  contact  est  un  point  double,  et  que  les  sé- 
cantes et  tangentes  parallèles  peuvent  partir  des  points  D  et  E;  mais, 
d'après  ce  que  l'on  vient  de  voir,  on  peut  écrire 


DA  KE.KE' 


DM  EM 

Ensuite  les  lignes  proportionnelles  donnent 


E'M'        D'M' 


ou  bien 


d'où  l'on  conclut 


Mais  aussi 


ce  qui  donne 


EM  DM 


E'M'.EM        D'M'.  DM 


EM  DM 


DA  KE .  I<LE' 


DiM.D'M'        EM'.EM' 


KE  __   MM'  KE'   _  MM' 

ËM  "~  M'H'       ^^      Ë^'  ~  MH  ' 


DM.  D'M'        MH.M'H 


DA  MM' 

Observons  maintenant  que 

DÂ'=DA.D'A, 
et  introduisons  en  haut  et  en  bas  le  facteur  PD.PD',  nous  aurons 

MH.M'H' _  DM.D'M^    PD.PD' 
ï^'     ~    PD  PD'      DA.D'A' 
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puis  nous  remarquerons  que 

DM         AR         D'iM' 


DP 


AP 


D'P 


\  R 

et  le  premier  facteur  du  second  membre  devient  - — . 

AP' 


Ensuite 


PD 
DA 


PM 
3ÎR 


et 


PD' 


PM' 


j  ,  .   r  ,       .  PM .  PM'  .    ,  , 

de  sorte  que  le  second  facteur  cievient  ;  ce  aui  démontre  la  pro- 

position.  Le  résultat  final  peut  encore  se  mettre  sous  la  forme  suivante  : 

MH     M'H^  _   .      AR 
MP  "ÂPP  —  *  'J^^' 

Nous  avons  supposé  que  le  point  K  était  sur  la  même  branche  que 
les  points  M  et  M';  c'est  ce  qui  a  lieu  nécessairement  pour  une  ellipse 
et  une  parabole;  il  peut  aussi  en  être  de  même  pour  une  hyperbole, 
mais  cette  dernière  courbe  présente  deux  autres  circonstances  remar- 
quables. On  peut  supposer  que,  les  points  M  et  M'  étant  encore  sur  la 
même  section,  le  point  K  soit  sur  la  section  opposée;  dans  ce  cas,  il 
faut  prendre  le  point  A,  où  PPv  rencontre  la  courbe,  non  sur  la  section 
des  points  M  et  M',  mais  sur  celle  du  point  K.  Ainsi  ce  point  A  ne  sera 
pas,  comme  précédemment,  situé  entre  P  et  R,  mais  au  contraire  le 
point  P  se  trouvera  entre  A  et  R;  du  reste,  l'énoncé  et  la  démonstra- 
tion seront  les  mêmes. 

Mais  si  les  deux  premiers  points  M  et  M'  ne  sont  plus  sur  la  même 

FiG.  6. 

'H 
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section,  le  théorème  subit  une  modification  importante,  parce  que,  le 
diamètre  PR  n'étant  plus  transverse,   le  point  A  devient  imaginaire 

[M-  6). 

Dans  cette  circonstance  nous  conserverons,  autant  que  possible,  les 
notations  précédentes;  seulement  les  lettres  D  et  D'  indiqueront  les 
points  où  la  parallèle,  menée  par  le  point  P  à  MM',  rencontre  cha- 
cune des  sections.  D'après  cela,  le  théorème  des  segments  donne 

pd'       EK.EK' 


PM  EM 

puisque  PD  =  PD' ;  ou  bien 

Pd'  _  EK.E'K 

pm'         em' 

car  E'K  =:  EK',  puisque  le  diamètre  PR  passe  par  le  milieu  de  EE'  et 
de  RR'.  De  plus,  les  lignes  proportionnelles  donnent 


PM'        E'M' 


ou  identiquement 


d  où  Ion  tire 


PM        EM 
PM.PM'        EM.E'M' 


PM  EM 

Pd'     _  EK     E'K 
PM . PM'  ~  Êm'  W^'' 


Mais  les  triangles  semblables  donnent 

EK  _  MM'  E^  _  MAT 

ËM  ~  M'H'      ^^      Ë^'  ■"  "mH 
d  où  enfin 

Pd'  MM'' 


PM.PM'        MH.M'H' 

résultat  encore  indépendant  de  la  position  du  point  K  sur  1  une  ou 
l'autre  section. 

Le  lecteur  pourrait  conserver  quelques  doutes  sur  les  démonstra- 
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tions  de  ces  théoreines  dans  Apollonius,  parce  qu'elles  sont  fondées 
sur  la  propriété  des  segments,  qui  devraient  être,  d  après  la  restriction 
signalée  chez  notre  auteur,  au  commencement  du  troisième  livre,  pa- 
rallèles à  un  système  de  diamètres  conjugués,  ce  qui  n'a  point  lieu  ici. 
Mais  nous  ferons  observer  que  le  théorème  16,  relatif  à  une  sécante 
et  a  deux  tangentes  et  sur  lequel  sont  basées  les  propositions  que  nous 
venons  d  établir,  est  démontré,  ainsi  que  le  remarque  le  commentateur 
Eutocius,  d'une  manière  indépendante  de  la  restriction  indiquée. 

Si  nous  nous  sommes  étendus  sur  ces  derniers  théorèmes,  c'est  que 
nous  les  croyons  peu  connus,  et  surtout  parce  que  les  démonstrations 
en  sont  peut-être  moins  compliquées  avec  les  méthodes  anciennes 
qu'avec  les  calculs  modernes.  Par  une  raison  contraire,  nous  abrége- 
rons l'analyse  des  trois  livres  suivants. 

Sauf  quelques  théorèmes,  tels  que  ceux  des  segments  et  de  la  division 
harmonique,  dont  les  démonstrations  et  même  les  énoncés  sont  peut- 
être  dus  à  Apollonius,  il  n'a  été  question  jusqu'ici  que  de  la  partie  élé- 
mentaire de  la  science,  et  beaucoup  des  propositions  que  nous  avons  ci- 
tées sur  les  diamètres,  les  tangentes,  les  asymptotes,  les  foyers,  étaient 
sans  doute  connues  avant  notre  auteur.  Cette  variété  de  matière  fait 
qu'il  est  difficile  de  préciser  le  sujet  de  chacun  des  trois  premiers  li- 
vres ;  mais  ceux  que  nous  examinerons  dorénavant  peuvent  recevoir 
chacun  un  titre  particulier  :  d'ailleurs  la  part  d'invention  que  l'on  peut 
attribuer  à  Apollonius  y  devient  plus  considérable. 

Le  quatrième  livre  roule  sur  les  intersections  et  les  contacts  des 
sections  coniques  entre  elles.  Ici  Apollonius  ne  se  vante  pas  d'avoir 
découvert  la  plupart  des  théorèmes,  mais  seulement  de  les  avoir  beau- 
coup mieux  démontrés  que  tous  ses  devanciers.  En  effet,  on  comprend 
que,  dans  une  recherche  de  cette  nature,  une  étude  intelligente  des 
figures  avait  dû  faire,  depuis  longtemps,  deviner  une  foule  d'énoncés, 
mais  on  concevra  aussi  toute  la  difficulté  que  l'on  éprouvait  alors  à 
les  démontrer  rigoureusement.  D'abord  les  anciens  ne  connaissaient 
les  équations  des  sections  coniques  que  dans  le  cas  où  les  coordonnées 
étaient  parallèles  à  un  système  de  diamètres  conjugués;  encore  fallait- 
il  que  l'origine  fût  le  centre  ou  l'extrémité  d'un  diamètre  :  or,  quand 
on  compare  deux  coniques,  il  faut  que  les  coordonnées  aient  une  po- 
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sition  quelconque  relativement  à  l'une  d'elles.  Mais  ce  qui  manquait 
surtout  aux  anciens  pour  cette  étude,  c  était  l'élimination  et  la  théorie 
des  équations.  Les  méthodes  d'Apollonius,  fort  ingénieuses,  mais  assez 
pénibles,  ne  présentent  donc  maintenant  que  peu  d'intérêt,  même  au 
point  de  vue  historique  ;  nous  nous  contenterons  de  dire  que  toutes 
les  démonstrations  sont  faites  par  la  réduction  à  l'absurde,  et  fondées 
sur  le  principe  de  la  division  harmonique.  Aussi  les  vingt-trois  pre- 
mières propositions  ne  sont  que  des  corollaires  du  théorème  relatif 
à  la  division  harmonique  des  sécantes;  nous  distinguerons  le  lemme 
suivant  (prop.  6  et  7)  : 

Soient  OM,  ON  les  asymptotes  d'une  hyperbole,  et  D  le  point  où 
concourront  les  tangentes  aux  points  A  et  B  de  la  courbe;  joignons  AB 
et  menons  du  point  D  à  l'une  des  asymptotes  une  parallèle  qui  coupe 
AB  en  E  :  je  dis  que  le  milieu  C  de  DE  est  sur  l'hyperbole. 

Parmi  les  théorèmes  qui  terminent  ce  livre,  voici  les  plus  remar- 
quables : 

Deux  coniques  ne  peuvent  se  couper  en  plus  de  quatre  points. 

Si  elles  ont  un  contact ,  elles  ne  peuvent  plus  se  couper  qu'en  deux 
points. 

Si  elles  ont  deux  contacts,  elles  ne  peuvent  plus  se  rencontrer. 

Deux  paraboles  ne  peuvent  avoir  quun  seul  contact. 

Au  point  de  contact  dune  hyperbole  et  d'une  parabole  si  la  para- 
bole est  extérieure,  il  ne  peut  j  avoir  un  second  contact. 

Au  point  de  contact  d'une  ellipse  et  dune  parabole  si  la  parabole 
est  intérieure j  il  ne  peut  y  avoir  un  second  contact. 

Nous  terminerons  en  rappelant  que  l'intersection  des  coniques  avait 
pour  les  anciens  une  grande  importance,  parce  que  cette  considéra- 
tion leur  permettait  de  résoudre  certains  problèmes,  tels  que  celui  des 
deux  moyennes  proportionnelles  et  celui  de  la  duplication  du  cube, 
conséquence  du  premier.  On  conçoit,  en  effet,  que  les  questions  qui 
conduisent  à  des  expressions  du  troisième  et  du  quatrième  degré,  ne 
pouvant  se  résoudre  par  la  ligne  droite  et  le  cercle,  exigeaient  l'emploi 
des  sections  coniques;  c'était,  en  quelque  sorte,  la  Géométrie  appli- 
quée à  l'Algèbre. 

Nous  avons  dit  que  les  quatre  premiers  livres  d'Apollonius  étaient 
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les  seuls  dont  on  possédât  le  texte  grec,  et  qu'il  y  avait  seulement  deux 
siècles  que  Borelli  avait  découvert  une  traduction  arabe  des  sept 
premiers  livres.  On  sait,  en  effet,  qu'il  ne  faut  pas  juger  les  Arabes  par 
l'incendie  vrai  ou  faux  de  la  Bibliothèque  d'Alexandrie,  et  qu'après 
les  premiers  excès  de  leur  enthousiasme  religieux  et  guerrier,  on  vit  se 
développer  chez  eux  le  goût  de  la  philosophie  et  des  sciences.  Ils  s'at- 
tachèrent surtout  à  traduire  et  à  commenter  les  ouvrages  de  l'antiquité 
grecque,  à  laquelle  les  rattachait  un  certain  instinct  de  subtilité  :  aussi 
est-ce  par  eux  que  l'Occident  connut  pour  la  première  fois  la  plupart 
des  écrits  d'Aristote.  Mais  les  traductions  arabes  d'Apollonius  ont 
pour  nous  d'autant  plus  d'importance,  que  l'on  n'a  jamais  retrouvé  le 
texte  original  des  quatre  derniers  livres,  et  qu'il  reste  peu  d'espoir 
d  une  pareille  découverte 

Borelli  ayant  reconnu  au  commencement  du  manuscrit  dont  nous 
avons  parlé  les  figures  des  quatre  premiers  livres  d'Apollonius,  voulut 
faire  traduire  la  suite  ;  il  se  procura  un  interprète  qui  n'entendait  pas 
mieux  les  mathématiques  que  lui-même  ne  savait  l'arabe,  mais  tous 
deux  réussirent  à  faire  en  peu  de  temps  une  traduction  moins  impar- 
faite qu'on  n'aurait  pu  le  croire  d'après  des  conditions  aussi  défavo- 
rables, et  même,  selon  les  explications  qu'ils  donnent,  les  défauts  qu'on 
peut  y  trouver  tiennent  surtout  à  l'ancien  commentateur  musulman. 

Ce  qui  semble  le  prouver,  c'est  qu'on  a  retrouvé  plus  tard  un  autre 
manuscrit  arabe,  préférable  sous  bien  des  rapports,  et  qui  a  servi  à 
faire  l'édition  d'Oxford  (1710),  due  à  Halley,  si  célèbre  par  la  comète 
qui  porte  son  nom.  Cette  belle  édition,  que  nous  avons  sous  les  yeux, 
contient,  pour  les  quatre  premiers  livres,  le  texte  grec  d'Apollonius, 
rétabli  avec  sagacité  dans  plusieurs  passages,  et  en  regard,  une  traduc- 
tion latine,  le  tout  accompagné  des  commentaires  d'Eutocius.  On 
trouve  le  latin  seul  pour  les  trois  livres  suivants,  traduits  de  l'arabe, 
et  même  pour  le  huitième,  ingénieusement  restitué  par  Halley,  qui  a 
publié  en  outre  les  leujmes  de  Pappus,  relatifs  aux  différents  livres 
d'Apollonius.  Enfin,  le  volume  se  termine  par  deux  opuscules  de 
Serenus  sur  la  section  du  cylindre  et  sur  les  sections  rectilignes  que 
l'on  obtient  en  coupant  un  cône  par  un  plan  qui  passe  par  son  sommet. 

Le  cinquième  livre  d'Apollonius  traite  des  lignes  les  plus  longues 
et  les  plus  courtes  menées  de  certains  points  aux  sections  coniques. 
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c'est-à-dire  des  normales  à  ces  courbes.  On  voit  donc  que  le  sujet  de 
ce  livre  touche  à  la  théorie  des  rayons  de  courbure  et  des  développées, 
et  qu'ici  la  géométrie  doit  lutter,  non-seulement  avec  l'algèbre  ordi- 
naire, mais  encore  avec  l'analyse  infinitésimale  :  cependant  l'auteur 
n'invoque  aucun  théorème  en  dehors  des  éléments,  comme  celui  des 
harmoniques  du  troisième  livre,  qui  servait  de  base  aux  démonstration?, 
du  quatrième. 

Quant  aux  méthodes  employées  dans  le  cinquième  livre,  voici  un 
exemple  qui  peut  en  donner  l'idée,  quoiqu'il  soit  trop  simple  pour 
figurer  dans  Apollonius.  Sur  le  plan  d'un  cercle  prenons  un  point 
quelconque,  et  cherchons  la  plus  petite  et  la  plus  grande  ligne  que 
l'on  puisse  mener  de  ce  point  à  la  circonférence;  on  voit  sans  peine 
que  ces  lignes  seront  normales  à  la  courbe.  Mais,  si  la  question  pré- 
cédente est  d'une  facilité  puérile,  il  n'en  est  pas  de  même  pour  les 
démonstrations  relatives  aux  sections  coniques,  dont  quelques-unes 
sont,  au  contraire,  d'une  extrême  complication. 

Dans  les  quinze  premières  propositions,  il  s'agit  des  lignes  maxima 
ou  minima  menées  à  la  conique  par  un  point  de  l'axe  focal;  l'auteur 
considère  en  particulier  le  centre  de  courbure  de  rayon  minimum,  et 
fait  remarquer  que  la  distance  de  ce  point  au  sommet  correspondant 
est  la  moitié  du  coté  droit. 

Remarquons  encore  la  huitième  proposition,  dans  laquelle  on  dé- 
montre que  la  sous-normale  de  la  parabole  est  constante  et  égale  à  la 
moitié  du  côté  droit. 

Viennent  ensuite  divers  théorèmes  relatifs  à  l'ellipse,  et  où  l'on 
considère  les  droites  maxima  et  minima  menées  à  la  courbe  par  un 
point  du  petit  axe;  on  obtient  ainsi  le  rayon  de  courbure  maxinuim. 
Cependant  l'auteur  commence  à  considérer  des  points  situés  en  de- 
hors des  axes,  dans  la  proposition  21,  dont  voici  l'énoncé  : 

D  un  point  quelconque  N  du  petit  axe,  menons  à  la  courbe  la  ligne 
maximum  NM;  sur  le  prolongement  de  cette  ligne,  au  delà  du  petit 
axe,  prenons  un  point  quelconque  P,  la  distance  maximum  de  ce 
point  à  la  courbe  sera  PM.  Pour  démontrer  cette  proposition,  il  suffit 
d'observer  que,  dans  les  triangles,  aux  plus  grands  angles  sont  op- 
posés les  plus  grands  côtés. 

Les  propositions  suivantes,  de  27  à  34,  servent  a  établir  que,  dans 

23. 
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les  trois  coniques,  les  lignes  maxima  et  minima  sont  normales  à  la 
courbe,  ce  qui  permet  de  les  trouver  facilement  pour  un  point  de  la 
courbe  par  Ja  construction  de  la  tangente. 

Après  quelques  lemmes  sur  les  différentes  portions  du  plan  de  la 
courbe  où  se  coupent  les  droites  maxima  et  minima,  l'auteur  aborde 
le  problème  suivant  : 

D'un  point  donné  sur  le  plan  de  la  conique,  mener  une  normale  à 
cette  courbe. 

On  comprend  que  les  démonstrations  de  l'auteur  deviennent  ici 
excessivement  pénibles.  Quant  aux  constructions,  elles  se  font  en  cou- 
pant la  conique  par  une  hyperbole  convenablement  choisie.  Apollo- 
nius fait  observer  que  le  problème  est  toujours  possible  si  le  point 
donné  est  intérieur  à  la  courbe,  mais  qu'il  ne  l'est  pas  toujours  si  ce 
point  est  extérieur. 

La  proposition  68  et  les  trois  suivantes  reviennent  au  théorème  dont 
voici  l'énoncé  : 

De  deux  tangentes  à  une  conique^  partant  dun  même  point  exté- 
rieur,  la  plus  petite,  depuis  ce  point  jusquau  point  correspondant  de 
contact,  est  celle  qui  se  rapproche  le  plus  dun  sommet  de  l'axe  Jocal. 

Enfin,  le  cinquième  livre  se  termine  par  quelques  considérations 
sur  la  manière  dont  croissent  ou  décroissent  les  lignes  menées  à  la 
section  par  un  point  où  concourent  des  normales,  à  mesure  que  ces 
lignes  s'approchent  ou  s'éloignent  de  l'axe  focal. 

Ce  livre  est  donc  un  des  plus  beaux  titres  de  gloire  d'Apollonius, 
surtout  si  l'on  considère  les  difficultés  que  présentait  alors  le  problème 
de  la  normale  menée  à  une  conique  par  un  point  quelconque.  Quant 
à  la  théorie  des  développées,  il  semble  l'avoir  entrevue;  mais  on  ne 
pourrait,  sans  exagération  évidente,  soutenir  qu'elle  se  trouve  tout 
entière  dans  l'ouvrage  que  nous  analysons. 

Nous  n'avons  pas  à  nous  arrêter  longtemps  sur  le  sixième  livre,  qui 
traite  de  l'égalité  et  de  la  similitude  des  coniques,  et  qui  ne  diffère  pas 
essentiellement  de  la  manière  dont  on  présente  encore  aujourd'hui 
ces  questions;  d'ailleurs  Apollonius  dit  qu'il  n'a  fait  qu'étendre  et 
éclaircir  les  travaux  de  ses  prédécesseurs. 

Il  n'est  question,  dans  ce  livre,  que  des  sections  obtenues  dans  le 
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cône  droit  de  la  Géométrie  élémentaire  :  d'après  cela,  l'auteur  définit 
cônes  semblables ,  ceux  dont  les  hauteurs  sont  proportionnelles  aux 
ravons  des  bases;  puisqu'ils  sont  droits,  il  est  clair  que  l'angle  du 
sommet  est  le  même. 

Voici  maintenant  la  définition  qu'il  donne  des  coniques  semblables  : 
Si  nous  comparons  deux  ellipses,  par  exemple,  divisons  leurs  grands 
axes  dans  un  même  nombre,  d'ailleurs  quelconque,  de  parties  égales, 
et  par  ces  points  de  division  élevons  des  perpendiculaires  à  cet  axe; 
les  deux  courbes  seront  semblables  si  deux  abscisses  correspondant  à 
un  même  nombre  de  divisions  de  Taxe  donnent  des  ordonnées  pro- 
portionnelles à  ces  abscisses.  La  même  définition  s'applique  aux  hv- 
perboles  semblables  ;  seulement  ici  il  faudra  porter  les  divisions  de  l'axe 
focal  au  delà  de  chaque  sommet,  afin  .d'avoir  des  points  de  la  courbe. 

Dans  la  comparaison  de  deux  paraboles,  les  divisions  de  l'axe  focal 
de  chacune  d'elles,  prises  à  partir  du  sommet,  sont  proportionnelles 
aux  longueurs  de  leurs  côtés  droits.  D'après  cela  fprop,  iî),  toutes 
les  paraboles  sont  semblables. 

L'auteur  considère  ensuite  diverses  conditions  d'égalité  et  de  suni- 
litude  entre  des  coniques  ou  des  segments  de  coniques.  Voici  la  défi- 
nition de  la  similitude  des  segments  : 

Deux  segments  sont  semblables  quand  leurs  bases  font  des  angles 
égaux  avec  les  diamètres  qui  passent  par  les  milieux  de  ces  bases,  et 
quand,  de  plus,  si  l'on  divise  en  un  même  nombre  de  parties  égales  la 
portion  de  diamètre  comprise  dans  chacun  d'eux  entre  le  milieu  de  la 
base  et  le  point  où  ce  diamètre  se  termine  sur  le  segment,  le  rapport 
de  chaque  ordonnée  (c'est-à-dire  de  chaque  parallèle  menée  à  la  base;, 
avec  l'abscisse  correspondante,  est  égal  au  rapport  analogue  dans 
l'autre  segment,  pour  le  même  nombre  de  divisions. 

Les  théorèmes  26  et  27  établissent  que  deux  sections  parallèles  sur 
un  même  cône  sont  semblaljles. 

Viennent  ensuite  divers  problèmes  pour  placer  une  conique  donnée 
sur  un  cône  droit  donné;  mais  l'auteur  fait  observer  que  la  solution 
ne  sera  possible  pour  l'hyperbole  que  si  le  rapport  du  carré  de  l'axe 
du  cône  au  carré  du  rayon  de  sa  base  ne  dépasse  pas  le  rapport  de 
l'axe  transverse  de  l'hvperbole  avec  son  côté  droit.  Ces  solutions  com- 
plètent les  questions  analogues  que  nous  avons  vues  à  la  fin  du  pre- 
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mier  livre,  et  chaque  énoncé  est  double,  suivant  que  c'est  la  surface  ou 
la  courbe  qui  est  donnée  de  position;  par  exemple  : 

Sur  un  cône  droit  donné  trouver  une  section  égale  à  une  ellipse 
donnée.  ''Prop.  3o.) 

Trouver  un  cône  droit  semblable  à  un  cône  donné,  et  sur  lequel  soit 
tracée  une  ellipse  donnée.  (Prop.  33  et  dernière.) 

Mais,  en  réalité,  ces  deux  problèmes  n'en  font  qu'un,  car  il  s'agit 
toujours,  connaissant  les  éléments  de  la  conique  et  l'angle  du  cône 
dans  la  section  principale,  de  trouver  dans  cette  section  la  portion 
d'apothème  interceptée  par  le  diamètre  transverse  jusqu'au  sommet  du 
cône  et  1  angle  de  ce  diamètre  avec  cette  apothème. 

Le  septième  livre  complète  la  théorie  des  diamètres  conjugués,  et 
contient  surtout  les  fameuses  propositions  sur  les  carrés  et  les  produits 
de  ces  diamètres,  théorèmes  dont  la  découverte  est  due  à  Apollonius. 
Les  démonstrations  qu'il  en  donne  méritent  d'autant  plus  d'attention, 
qu  elles  ressemblent  moins  à  toutes  celles  que  l'on  trouve  dans  les  ou- 
vrages modernes;  mais  la  première,  qui  est  relative  à  la  somme  ou  à 
la  différence  des  carrés  des  diamètres,  est  très-compliquée.  Nous  al- 
lons montrer  d'abord  dans  quel  esprit  elle  est  conçue,  et  nous  cher- 
cheions  ensuite  à  la  préciser  davan,tage;  mais  nous  devons  prévenir 
que  l'auteur  s  attache  toujours  à  appliquer  les  mêmes  raisonnements  à 
l'ellipse  et  à  l'hyperbole,  malgré  les  difficultés  que  présentent  pour 
cette  dernière  courbe  les  diamètres  non  transverses.  Ces  difficultés 
disparaissent  si  l'on  considère,  comme  dans  le  deuxième  livre,  les  sec- 
tions opposées  conjuguées  qui  ont  pour  diamètres  transverses  les  dia- 
mètres non  transverses  de  l'hyperbole  que  l'on  considère. 

Cela  posé,  les  démonstrations  relatives  à  la  somme  ou  à  la  différence 
des  carrés  des  diamètres  sont  fondées  sur  ce  que  ces  diamètres  conju- 
gués sont  parallèles  aux  droites  que  nous  appelons  aujourd'hui  cordes 
supplémentaires ,  c'est-à-dire  aux  lignes  que  l'on  obtient  en  joignant  un 
jjoint  quelconque  de  la  courbe  aux  extrémités  de  l'axe  focal  ou  même 
d  un  diamètre  transverse  quelconque.  Soient  M  ce  point  ijig.  7)  et  CA 
ce  diamètre  ;  du  centre  O  de  la  courbe  menons  à  CxM  une  parallèle  qui 
coupe  MA  en  Y.  :  il  est  clair  que  ce  point  E  est  le  milieu  de  MA,  puis- 
que les  triangles  CM.\,  OEA  sont  semblables,  et  que  OA  est  la  moitié 
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de  CA.  Par  la  même  raison,  soit  E'  le  point  où  la  parallèle  menée  du 

F,G.    7. 


centre  à  MA  coupe  CM,  on  voit  que  E'  sera  le  milieu  de  CM;  donc  les 
diamètres  OE,  OE'  sont  conjugués,  puisque  chacun  d'eux  divise  en 
parties  égales  les  cordes  parallèles  à  l'autre,  et  ils  sont  respectivement 
parallèles,  comme  nous  l'avions  indiqué,  à  deux  cordes  supplémen- 
taires. 

Rien  ne  serait  plus  simple,  au  nioyen  de  l'analyse  moderne,  que 
d'appliquer  ce  principe  au  théorème  en  question,  mais  nous  allons  voir 
que  notre  auteur  n'y  parvient  que  d'une  manière  assez  pénible.  Il 
semble  même  que  le  traducteur  arabe,  sur  le  manuscrit  duquel  a  tra- 
vaillé Borelli,  n'ait  pas  toujours  bien  compris  le  livre  que  nous  étu- 
dions; l'autre  traducteur  dont  nous  avons  parlé  montre  plus  d'intelli- 
gence et  surtout  plus  de  clarté.  Du  reste,  on  remarque  entre  eux  des 
différences  assez  graves  dans  les  définitions  elles-mêmes,  ce  qui  fait 
voir  que  les  Arabes  prenaient  de  grandes  libertés  avec  les  textes  qu'ils 
traduisaient;  d'ailleurs  nous  suivrons  uniquement  l'édition  deHalley. 

Voici  la  nouvelle  définition  que  l'on  est  conduit  à  introduire  :  Soit  d 

la  valeur  du  coté  droit,  en  sorte  que  d  =  — ,  et  cherchons  sur  Taxe 
focal  CA  =  2rt,  du  côté  du  point  A,  un  autre  point  H  tel,  que  Ton  ait 


CH 
ÂH 


CA 

d 


la  ligne  AH  s'appelle  homologue^  et  l'on  trouve  facilement 
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Ja  quantité  c  étant  toujours  la  distance  du  centre  à  l'un  des  foyers; 
on  trouvera  aussi 

CH=  — . 

c- 

Dans  l'ellipse,  la  ligne  homologue  AH  est  portée  au  delà  du  demi- 
axe  OA  ;  dans  l'hyperbole,  au  contraire,'  le  point  H  est  entre  O  et  A. 

La  symétrie  des  deux  courbes  montre  qu'il  existe  de  l'autre  côté  de 
l'axe  un  point  H'  analogue  au  point  H  ;  ainsi 

CH'  =  AH     et     CH  =  AH'. 

Le  premier  usage  que  fait  Apollonius  de  ces  lignes  homologues  con- 
siste à  présenter  sous  une  nouvelle  forme  les  équations  des  courbes, 
en  établissant  une  relation  entre  l'abscisse  d'un  point  quelconque  et 
l'une  des  cordes  supplémentaires  qui  aboutissent  à  l'axe.  Soit  donc  M 
un  point  quelconque  de  l'ellipse,  par  exemple,  et  soit  N  le  pied  de  l'or- 
donnée MN,  on  trouve  (prop.  3) 


ce  qui  revient  à 
on  aura  de  même 


Même  théorème  pour  l'hyperbole. 

Cette  forme  d'équation  permettra  d'expruner  les  carrés  des  diamè- 
tres conjugués  en  fonction  des  longueurs  NH  et  NH'. 

Pour  y  parvenir,  soit  OA'  le  demi-diametre  parallèle  à  CM, soient  K  le 
pied  de  l'ordonnée  A'K.  du  point  A',  et  T  le  point  où  la  tangente  en  A' 
rencontre  l'axe;  je  dis  que  l'on  aura 

A'  f  _  KT 
en  indiquant  par  OB'  le  carré  du  demi-diamètre  conjugué  avec  OA'. 


CA  _ 

AM 

CH  ~ 

NA.NH 

am' 

c" 

NA.ISH  ~  a'' 

cm' 

c- 
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En  effet,  on  a  vu  (livre  I,  prop.  5o  et  5i)  que  si  l'on  appelles  le  point 
où  la  tangente  A' T  rencontre  l'axe  OB  perpendiculaire  à  OA,  on 
obtient 

ÔB''=  A'S.A'T. 

Mais  il  serait  facile  de  voir,  en  menant  par  le  point  A'  une  ligne  égale 
et  parallèle  à  OK,  que  l'on  trouverait  par  des  triangles  semblables 

A^  S  _  OK 
Â^  """  KT* 

Transportant  donc  dans  la  valeur  de  OB'  l'expression 

OK 


il  reste 


A'Sr=A'T   ^^. 


2  _  i       CiV 

OB'  =  A'T~, 


ce  qui  revient  à  la  relation  indiquée. 

Ensuite,  les  triangles  semblables  OA'  T,  CMA  détermineront  aussi 
des  triangles  rectangles  semblables;  par  conséquent 

OK  _  CN 

KT  ~  NA* 
et  il  reste 

2  2       piy 

OB'=A'T.-. 
Enfin,  les  mêmes  triangles  semblables  donneront  encore 

A'  T         OT  a 


AM  CA         2  0K 

puisque 

OT-— • 
^^  -  OK' 

mais  aussi 

A'T  _  OA/  _  OK 
ÂM  ~  CM  ""  CN  ' 

Tome  III  (  2«  série).  —  Mai  i85«.  ^4 
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A'  T 
multipliant  donc  ces  deux  expressions  de  — »  on  trouve 

ce  qui  devient,  à  cause  de  la  valeur  de  AM,  connue  par  la  proposi- 
tion 3, 

•— =,'      c^NA.NH 

2  a .  CN 

et  la  dernière  expression  de  OB'  se  réduit  a 

2a 

On  aura  de  même 
et  comme 

il  reste  (prop.  ii),  pour  l'ellipse, 

5Â''+5b'  =  «2+  ^2 

L'observation  que  nous  avons  laite  sur  les  sections  opposées  conju- 
guées montre  que  nous  aurons  pour  l'hyperbole,  grâce  à  de  légères 
modifications, 

ÔÂ' -ÔB'  =  «'- ^'(prop.  i3). 

Nous  avons  un  peu  simplifié  cette  démonstration,  afin  de  mieux  faire 
saisir  la  méthode  de  l'auteur,  ou  peut-être  celle  du  commentateur,  car 
il  faut  toujours  se  défier  des  interprètes  arabes;  mais  on  comprend 
qu'une  pareille  série  de  déductions,  si  ingénieuse  qu'elle  soit,  ait  dis- 
paru de  l'enseignement. 

Les  expressions 

a'^  = et     0'  = 
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conduisent  à  comparer  deux  diamètres  conjugués  relativement  à  leur 
produit,  à  leur  rapport,  à  leur  somme  ou  à  leur  différence,  soit  avec 
les  axes,  soit  entre  eux,  suivant  qu'ils  s'écartent  plus  ou  moins  de  ces 
axes  ;  on  voit,  par  exemple,  que  les  diamètres  égaux  de  l'ellipse  sont 
ceux  pour  lesquels  a'  -h  b'  est  maximum.  Mais  nous  n'insisterons  pas 
sur  ces  propositions,  qui  ne  sont  pas  nécessaires  pour  arriver  au  théo- 
rème sur  le  parallélogramme  des  diamètres  conjugués. 

Ea  démonstration  de  ce  théorème  (proposition  3i)  est  la  même 
pour  l'ellipse  et  l'hyperbole,  mais  nous  allons  l'exposer  sur  cette  der- 
nière courbe  [fig.  8). 

Soient  OA'  le  demi-diamètre  transverse,  et  OB'  son  conjugué  non 
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transverse;  soit  R  le  sommet  du  parallélogramme  construit  sûr  ces 
demi-diamètres;  on  sait  que  ce  point  R  sera  sur  une  asymptote,  que 
A'  R  sera  tangent  à  l'hyperbole  donnée,  et  B'R  à  l'une  des  sections  op- 
posées conjuguées.  Enfin,  représentons  par  p  la  surface  du  triangle 
ROA',  et  par  t  celle  du  triangle  OA' T,  en  indiquant  par  T  le  point  ou 
A' R  coupe  l'axe  focal,  nous  aurons  évidemment 


puisque 

ce  qui  donne 


t 
p  ~ 

A'T 
-OB' 

R 

=  OB', 

7' 

KT 

""  ok' 

24.. 
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d'après  ce  qu'on  a  vu  pages  i84  et  i85,  R  étant  le  pied  de  l'ordonnée 

A'R=jr. 

Maintenant,  soit  l'abscisse  OK  =  x,  on  sait  que 


OT  =  -, 


ce  qui  donne 


et  comme 


il  vient 


ou  bien 


KT  — 

X  - 

a- 

X- 

— 

à" 

IVl   — 

X 

X 

X 

2  

«=  =  ^ 

b^ 

' 

1 

t 

_  ay 

p 

hx 

expression  qui  peut  encore  se  mettre  sous  la  forme 

à" 

Y  . — 

t    '        X 

p  ab 

Or,  le  numérateur  y  •  —  est  égal  à  a  /.  puisqu'il  mesure  deux  fois  la 

surface  du  triangle  OA'T;  de  même  auss.i,  en  comparant  les  dénomi- 
nateurs, on  trouve 

ah  =  ip^ 

ce  qui  démontre  la  proposition,  puisque  le  triangle  p  ==  ROA'  est  la 
moitié  du  parallélogramme  OA'  R'  R. 

On  voit  que  cette  démonstration  est  aussi  simple  qu'aucune  de  celles 
qui  aient  été  proposées  à  ce  sujet,  et  quelle  a  surtout  l'avantage  de 
s'appliquer  également  à  l'ellipse  et  à  l'hyperbole;  cependant  elle  est 
assez  pénible  dans  l'auteur,  parce  qu'elle  est  compliquée  mal  à  propos 
d'une  autre  proposition  que  nous  allons  exposer  aussi,  quoiqu'elle 
ne  soit  qu'un  objet  de  curiosité. 

Soit  i'  la  surface  du  triangle  R'OT',  en  indiquant  par  T'  le  point  où 
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le  côté  B'  R  du  parallélogramme  rencontre  l'axe  focal,  je  dis  que 

tt'  =  p-. 
En  effet,  on  a  déjà  trouvé 

t   _  A/T 

mais,  à  cause  des  triangles  semblables  Ox\'T,  T'B'O,  on  a  aussi 

t  _  OT 

p  ~  ôr' 

De  même 

t'  _  B'  T'  _  or 
P  ~  âv  ~  ôt' 

donc 

ft' 

?  =  '■ 

On  voit  que  cette  proposition  ne  sert  à  rien  pour  arriver  au  théo- 
rème précédent;  c'est  peut-être  une  note  qui  sera  passée  dans  le  texte 
par  la  faute  des  copistes. 

Revenons  maintenant  à  la  parabole  que  nous  avons  laissée  de  côté  ; 
il  suffira  de  dire  que,  dans  la  proposition  5,  l'auteur  démontre  facile- 
ment que  le  côté  droit  relatif  à  cîes  diamètres  conjugués  quelconques 
est  égal  au  côté  droit  relatif  aux  axes  rectangulaires,  plus  quatre  fois 
l'abscisse  de  la  nouvelle  origine,  cette  abscisse  étant  prise,  comme  a 
l'ordinaire,  sur  l'axe  focal.  Seulement,  comme  Apollonius  ne  connaît 
pas  le  foyer  de  la  parabole,  il  ne  peut,  comme  on  le  fait  maintenant, 
exprimer  cette  quantité  en  fonction  du  rayon  vecteur. 

Enfin,  le  septième  livre  se  termine  par  une  vingtaine  de  propositions 
peu  intéressantes  et  que  nous  nous  dispenserons  d'anah  ser,  relatives  à 
la  comparaison  des  diverses^g^w/'e^'  que  donnent  les  différents  systèmes 
de  diamètres  conjugués.  Nous  avons  vu,  dans  l'analyse  du  premier 
livre,  que  l'on  aippehditjigure  le  parallélogramme  construit  sur  un  dia- 
mètre transverse  et  sur  son  côté  droit  correspondant;  mais  nous  rap- 
pellerons ici  que  l'angle  de  ce  parallélogramme  doit  toujours  être  celui 
du  système  de  diamètres  que  l'on  considère,  quoique  l'on  emploie 
quelquefois  le  mot  de  rectangle  au  lieu  de  celui  de  parallélogramme. 
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Ces  théorèmes  sur  \esjigures  ne  sont  pas  restés  dans  la  science,  parce 
que  les  problèmes  pour  la  solution  desquels  ils  pourraient  être  utiles 
se  résolvent  aussi  bien  au  moyen  des  propositions  établies  sur  les  carrés 
et  les  parallélogrammes  des  diamètres  conjugués. 

Nous  ne  pouvons  parler  du  huitième  livre  que  d'après  la  restitution 
qui  en  a  été  entreprise  par  Halley  ;  mais  quoiqu'une  pareille  tentative  soit 
toujours  incertaine  et  téméraire,  on  peut  la  justifier,  parce  que  l'on  con- 
naît le  sujet  sur  lequel  roulait  ce  livre  perdu.  Le  peu  de  mots  qu'Apol- 
lonius V  consacre  dans  sa  préface  générale,  adressée  à  Eudème,  ne  suf- 
firaient  pas  à  eux  seuls,  car  il  y  est  dit  seulement  que  ce  livre  contient 
des  problèmes  déterminés  sur  les  coniques  :  mais  une  lettre  d'envoi, 
adressée  à  Attale,  et  qui  précède  le  septième  livre,  nous  apprend  que 
les  théorèmes  de  ce  livre  servent  à  résoudre  les  problèmes  du  huitième. 
De  plus  Hallev  observe  que  Pappus,  qui  fait  d'ordinaire  une  série  de 
lemmes  pour  chacun  des  livres  d'Apollonius,  réunit  ceux  qui  regar- 
dent les  deux  derniers.  Il  est  donc  hors  de  doute  que  le  huitième  livre 
contenait  des  problèmes  résolus  par  les  propriétés  des  diamètres  con- 
jugués et  de  leurs  Jïgures. 

Nous  avons  vu  dans  le  second  livre  plusieurs  questions  de  cette  na- 
ture résolues  d'une  manière  imparfaite,  parce  qu'il  fallait  admettre 
que  la  conique  fût  construite  d'avance.  Halley  s'est  conformé  aux  in- 
tentions de  l'auteur  en  évitant  cette  nécessité,  mais  ses  solutions  ne 
peuvent  avoir,  au  point  de  vue  historique,  le  même  intérêt  que  celles 
d'Apollonius,  qui  pourtant  n'en  différaient  peut-être  pas  beaucoup. 
Nous  dirons  seulement  que,  dans  les  problèmes  où  il  faut  déterminer, 
d'après  certaines  conditions,  un  système  de  diamètres  conjugués  dans 
une  conique  dont  les  axes  sont  donnés,  il  commence  par  chercher  sur 
l'axe  des  ordonnées  un  point  servant  de  centre  à  un  cercle  de  rayon 
tel,  qu'il  détermine  sur  l'axe  focal  les  pieds  des  ordonnées  des  points 
de  la  courbe,  d'où  l'on  peut  mener  des  cordes  supplémentaires  paral- 
lèles aux  diamètres  demandés.  Connaissant  ainsi  les  abscisses  égales  et 
opposées  de  ces  points  symétriques,  on  obtiendra  lordonnée  corres- 
pondante au  moyen  de  l'équation  de  la  courbe,  ce  qui  donnera  les 
cordes  supplémentaires  et,  par  suite,  la  direction  des  diamètres.  Quant 
à  leur  grandeur,  on  la  connaît  au  moyen  des  points  qui  ont  été  trou- 
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vés  sur  l'axe  focaî.  En  effet,  soit  N  l'un  de  ces  points,  on  a  vu  dans  le 
septième  livre  que  l'on  avait 


ra' 


OB'  =  -^^,     OA'  =r      -^" 


les  points  H  et  H'  déterminant  les  lignes  appelées  homologues.  Mais, 
parmi  les  trente-trois  problèmes  dont  se  compose  ce  huitième  livre 
restitué,  on  regrette  de  ne  pas  voir  le  suivant  : 

Etant  donné  en  grandeur  et  en  direction  un  système  quelconque  de 
diamètres  conjugués  de  l'ellipse  ou  de  l'hyperbole,  trouver  les  axes  en 
grandeur  et  en  direction. 

Outre  le  grand  ouvrage  dont  nous  avons  tenté  de  faire  l'analyse, 
Apollonius  avait  composé  divers  traités  dont  il  reste  peu  de  chose. 
Ceux  qui  désireraient  quelques  nouveaux  détails  bibliographiques  re- 
latifs à  notre  auteur,  peuvent  consulter  une  intéressante  Notice  insérée 
par  M.  Terquem  dans  le  troisième  volume  des  Nouvelles  Annales  de 
Mathématiques,  dinuée  !844- 

Maintenant,  si  nous  réfléchissons  sur  les  méthodes  qui  ont  guidé  les 
anciens  et  surtout  Apollonius  dans  leurs  recherches  sur  les  coniques, 
nous  trouverons  que  l'on  s'en  fait  quelquefois  une  idée  assez  éloignée 
de  la  vérité.  Sans  disposer  des  ressources  de  l'Algèbre  moderne,  les 
mathématiciens  de  l'antiquité  possédaient,  comme  nous  avons  eu  bien 
des  occasions  de  le  constater,  des  procédés  de  calcul  extrêmement 
simples,  puisqu'ils  étaient  basés  sur  les  proportions,  mais  féconds  plus 
qu'on  ne  le  suppose,  grâce  à  l'habitude  qui  les  avait  alors  rendus  fa- 
ciles. Nous  devons  regarder  Apollonius  en  particulier  comme  un  esprit 
essentiellement  analytique,  et  l'on  a  dû  remarquer  chez  lui  une  ten- 
dance très-prononcée  à  ramener  au  calcul  une  foule  de  questions. 

Souvent  aussi  l'on  s'est  exagéré  le  goût  des  anciens  pour  les  consi- 
dérations purement  géométriques  :  sans  doute  ce  goût  était  plus  i^éné- 
ral  chez  eux  que  chez  nous,  à  cause  de  l'insuffisance  de  leur  analvse; 
mais  une  pareille  aptitude  peut  se  développer  à  toutes  les  époques,  et 
la  science  moderne  a  compté  et  compte  encore,  dans  cette  branche 
des  mathématiques,  plusieurs  noms  assez  illustres  pour  que  nous 
n'ayons  pas  besoin  de  les  rappeler  ici.   Mais,  pour  ne  parler  que  des 
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sections  coniques,  on  serait  tenté  de  chercher  dans  notre  auteur  la  trace 
du  beau  théorème  de  M.  Dandelin,  pour  déterminer  les  foyers  au 
moyen  de  sphères  inscrites  au  cône  droit  et  tangentes  au  plan  sécant, 
si  Ion  ne  savait  que  le  foyer  de  la  parabole  n'était  pas  connu  d'Apol- 
lonius, non  plus  que  les  directrices  des  trois  courbes;  l'étude  des  co- 
niques présentait  donc  alors  une  lacune  importante,  même  au  point  de 
vue  purement  géométrique. 

Nous  dirons,  en  terminant,  que  nous  n'avons  point  prétendu  faire 
connaître  complètement  Apollonius,  mais  seulement  donner  l'idée  gé- 
nérale de  son  génie  et  de  ses  méthodes  aux  mathématiciens  qui  n  au- 
raient pas  son  ouvrage  à  leur  disposition,  ou  encore  en  faciliter  la  lec- 
ture à  ceux  qui  désireraient  consulter  ce  monument  de  la  science, 
qu'aucune  analyse,  même  plus  complète  que  la  nôtre,  ne  pourra  jamais 
remplacer. 
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^  XX-»  ■vwvv*  vvw.x'*  i  v\w^  \ 
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QUELQUES  FORMULES  GÉNÉRALES  QUI  PEUVENT  ÊTRE  UTILES 
DANS  LA  THÉORIE  DES  NOMBRES: 

Par  m    J    LIOOTLLE. 


DEUXIEME    ARTICLE. 

Dans  ce  second  article,  au  Jien  de  considérer  un  nombre  iin  sim- 
plement pair,  nous  prenons  un  nombre  l'^m  divisible  par  une  puis- 
sance quelconque  de  2,  Ainsi  l'exposant  a  est  pris  à  volonté  dans  la 
suite  naturelle  1 ,  2,  3,  A,---  ;  mais  il  ne  peut  pas  se  réduire  à  zéro,  en 
sorte  que  2"  m  est  toujours  un  nombre  pair.  Quant  au  facteur  m,  il  est 
impair  :  nous  posons  comme  d'habitude  m  =  do',  représentant  ainsi 
par  d  un  quelconque  des  diviseurs  de  l'entier  m,  et  par  0'  le  diviseur 
conjugué  ou  complémentaire  à  d. 

Décomposons  1'^ m  en  deux  parties  impaires  m',  m'  dont  2'' m  soit  la 
somme.  En  d'autres  termes  posons 

i''  m  =  m'  -J-  )n'\ 
m'  prenant  les  valeurs  successives 

I,  3,   5,...,   a'^m  —  I, 
tandis  que  m"  prend  les  valeurs  correspondantes 

2''m  —  i.   a'^m  —  3,...,   .3,    i. 
Nous  faisons  d'ailleurs 

m'  =  d'  ^,     in"  —  d"  ^'\ 
à  l'imitation  de  ce  qu'on  a  fait  tout  a  l'heure  pour  le  nombre  m. 

Tome  III  'X  série)  —  Mai  i858.  a5 
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Cela  posé,  désignons  par  y  j")  une  fonction  arbitraire,  mais  telle 
pourtant  que  l'on  ait 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  qu'on  aura  à  placer  sous  le  signe  f  \  et 
considérons,  comme  dans  notre  premier  article,  la  somme  triple 

dans  laquelle  les  deux  premières  sommations  portent  sur  les  diviseurs 
d' ^  d"  des  deux  entiers  impairs  /n',  m"  composant  un  quelconque  des 

groupes  dont  il  vient  d'être  question  et  qui  donnent  m' -i-  m" ^=2"^  m. 

Le  troisième  ^^  indique  qu'après  avoir  trouvé  les  sommes  partielles, 

on  doit  en  faire  le  total  pour  tous  ces  groupes.  Ce  total  S  peut  s'ex- 
primer très-simplement  au  moyen  des  seuls  diviseurs  d  du  nombre  m. 
En  effet,  je  me  suis  assuré  que 

S  =  2-''^d[f{0)-f{^^-d)]. 

Ainsi,  l'on  a  cette  formule  remarquable  • 

(«' 21 221/ ('^'-'^") -/('''+«'")]  j  =  ^'"  2; ''[/(°)-/f.-^"'^)]' 

qui  complète  heureusement  la  formule  (A)  de  notre  premier  article. 
Ce  serait  la  formule  (A)  elle-même,  si  l'on  avait  a  =  i . 
En  prenant 

la  formule  {a)  nous  donne 


Représentons  à  notre  ordinaire  par  ^^{m)  la  somme  des  puissances 
dé  degré  ii.  des  diviseurs  d  du  nombre  m,  et  le  second  membre  s'écrira 


3  a  —  3  vi     /       \ 

2  Q^{ni). 


Quant  au  premier  membre,  on  remarquera   d'abord    que  la  double 
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somme 

équivaut  au  produit 

c'est-à-dire  à 

■^,hn')^,{m"). 

En  faisant  donc  le  total  pour  tous  les  groupes  m' ,  m' ,  on  aiua  finalemell^ 

d'où  il  est  aisé  de  conclure  que  le  nombre  des  décompositions  de 
l'octuple  d'un  entier  quelconque,  je  veux  dire  de 

4ry. 
.    2        tUy 

en  une  somme  de  huit  carrés  impairs,  est  exprimé  par 

En  particulier  soit  m  =  i,  et  nous  voyons  que  le  nombre  des  décom- 
positions 4e 

en  une  somme  de  huit  carrés  impairs  est  égal  à 

3a  — 3 

a  : 

on  suppose,  je  le  répète,  l'exposant  a  au  moins  égal  à  l'unité. 

L'équation  qui  concerne  ce  cas  particulier  de  m  =  i  semble  mériter 
qu'on  la  transcrive.  La  voici  ; 

j;,(i)ç,(2''--i)-+-i;,(3)ç,(2«-3)-f-i;,  (5)?,  (2«-5) +...-+-!;,  (2^ -i)(:,(i)=23--3. 

Le  théorème  de  Jacobi  sur  le  nombre  des  décompositions  du  qua- 
druple d'un  entier  impair  en  une  somme  de  quatre  carrés  impair> 
revient  à  dire  que  l'on  a  l'identité 

25,. 
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le  nombre  m  étant  impair  dans  le  second  membre.  C'est  en  effet  de 
cette  identité  établie  dans  ses  Fundamentn  nova  que  Jacobi  a  d'ai)ord 
tiré  le  théorème  dont  nous  parlons;  mais  plus  tard  il  en  a  donné  une 
démonstration  directe,  de  sorte  qu'à  son  tour  l'identité  algébrique 
citée  serait  fournie  par  les  seuls  principes  de  la  théorie  des  nombres. 
La  formule 


oeiit  servir  à  son  tour  à  trouver  la  huitième  puissance  de  la  série 


oc  -\-  x'  -^  X' 


Elle  montre  en  effet  que  le  coefficient  de  jc'"  dans  le  développement 
de 

(^  H-  x'^  +  x"  +...)% 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  dans  le  développement  de 

s'obtiendra  en  posant 

• 

m  étant  impair  :  il  s'exprimera  par 

Je  n'ai  pas  besoin  d'ajouter  que  tous  les  exposants  de  x  dans  le  déve- 
loppement dont  nous  parlons  sont  des  multiples  de  8,  et  que  c'est  pour 
cela  que  j'ai  parlé  uniquement  du  coefficient  de  x^".  L'équation  qu'on 
obtient  définitivement,  savoir, 

où  la  double  sommation  porte  sur  les  valeurs  i,  a,  3,  4,  5,...  de  a. 
et  I  3,  5,  7,..  de  m,  s'accorde,  bien  entendu,  avec  les  formules  ellip- 
tiques de  Jacobi. 
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Puisqu'il  a  été  question  de  la  série 

jc  -+-  œ^  •+-  x^^  +  .  .  ., 

je  ferai  observer  qu'elle  s'exprime  par  une  suite  infinie  de  fractions, 
savoir  : 

X  x^  x^  x'  x' 


I  X^  I  X^  I   — x'"  I  —  x'^  I  —  x'* 

Le  terme  général  est 

\  [m)  x" 

m  étant  un  nombre  impair  et  X  (m)  une  fonction  numérique  dont  nous 
avons  parlé  ailleurs,  et  qui  est  égale  à  i  ou  à   —  i ,  suivant  que  Je 
nombre   total  des  facteurs  premiers  égaux  ou  inégaux  dont  m  est  le 
produit  est  pair  ou  impair. 
Pour  la  série 

le  terme  général  de  l'expression  en  fractions  de  la  forme 

•  " 

1   --  X' 

serait 

\(s)x' 


I  —  x* 


s  prenant  successivement  toutes  les  valeurs  i,  2,  3,  4,, 
Revenons  à  la  formule  [a)  pour  y  faire 

Il  s'ensuivra  facilement 
d'où  Ton  conclura  que 


igS  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

est  le  nombre  des  décompositions  de 


m 


en  une  somme  de  huit  carrés  impairs,  formant  un  multiple  impair  de 
8,  plus  le  double  d'une  autre  somme  de  quatre  carrés  impairs. 
Soit  généralement 

f{x)  =  ,r"'  : 

il  nous  viendra 


Enfin,  soit 

f  [x]  =  cosxt 

t  désignant  une  constante  quelconque.  On  trouvera 

2  (2  ^^" ^'^  •  2  '^"  '^"^)  =  ^''"'"  S^sin^  [i'-'  dt). 

Je  ne  m'arrêterai  pas  à  faire  d'autres  applications  de  la  formule  [a). 
Je  passe  de  suite  à  une  seconde  formule  qui  comprend  comme  cas  par- 
ticulier la  formule  [a)  et  qui  répond  à  la  formiile  (B)  de  notre  premier 
article. 

Considérons  la  somme  triple 

E  \  SSt/  ('''  -  ''"'  *'  +  <^")  -/(<?'  +  <?",  rf'  -  ''"  )]  j 

où  nous  conservons  toutes  les  notations  ci-dessus,  en  sorte  que  d'  et  d" 
sont  des  diviseurs  quelconques  des  deux  nombres  impairs  m\  m"  dont 
la  somme  m'  h-  m"  forme  le  nombre  donné  2^^  m  :  <3^',  ^"  sont  les  divi- 
seurs complémentaires  à  d\  d".  Les  deux  premières  sommations  con- 
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cernent  les  diviseurs  d' ,  d" ,  à',  â"  a|)partenant  à  un  groupe  {m',  m") 
pris  à  volonté,  et  le  troisième  ^  nous  apprend  qu'il  faut  ensuite  réu- 
nir ces  sommes  partielles  en  un  total  qui  comprenne  tous  les  groupes. 
Enfin  la  fonction  /  (ac,  j)  est  arbitraire,  mais  telle  pourtant  que  l'on 
ait 

pour  toutes  les  valeurs  de  x,  j  dont  on  fera  usage. 

Cela  posé,  je  dis  que  la  somme  triple  dont  il  s'agit  peut  s'exprimer 
par  une  somme  simple  relative  aux  seuls  diviseurs  d  de  l'entier  impair 
donné  m.  La  valeur  de  la  somme  que  voici 

i>/--2«'[/(o,'--V)-/(.V,o)J 

est  en  effet  égale  à  celle  de  la  somme  triple. 
En  d'autres  termes,  on  a 

Cette  formule  répond,  comme  nous  l'avions  annoncé,  à  la  for- 
mule (B)  de  notre  premier  article.  Ajoutons-en  une  autre  équivalente 
et  qui  répondra  à  la  formule  (C).  On  a 

Je  me  contenterai,  pour  le  moment  du  moins,  d'indiquer  une  seule 
application.  Prenons,  dans  la  formule  (c), 

f  [00,  j)  =  CO?,Xt  COSJZ, 

t  et  z  désignant  des  constantes  quelconques  :  faisons  de  plus,  comme 
dans  notre  premier  article,  et  relativement  à  tout  entier  impair  ui  =  do', 

V  sinc^^  cosâz  =  <\i  (m),     V  cosdf  sind^s  =  Tô[m)  ; 
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et  nous  arriverons  à  la  formule 

que  nous  regardons  comme  importante. 

11  serait  aisé  d'ajouter  d'autres  exemples  ;  mais  nous  croyons  en 
avoir  assez  dit  pour  que  le  sens  de  nos  formules  soit  bien  fixé  et  leur 
utilité  mise  hors  de  doute. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  '  201 

\*VV'W»A^vWiWv>A»\.Wv\'VvV\  -\\vv\VVWWVWVW\VV^V'k  vWV'^XV\\\WVW«-'V\VV\VW\W^W  VWV\VVVVV\'VWV\\VVX\WVVXVVVAVWt'\'VVX'\VW 

SDK 

QUELQUES  FORMULES  GÉNÉRALES  QUI  PEUVENT  ÊTRE  UTILES 
DANS  LA  THÉORIE  DES  NOMBRES; 

Par  m.  J    LIOtniLLE. 


TROISIEME    ARTICLE. 


Dans  ce  troisième  article,  nous  considérerons  un  nombre  impair  m, 
que  nous  décomposerons  en  deux  parties,  l'une  impaire  m\  et  l'autre 
paire  et  différente  de  zéro  ;  nous  représenterons  celle-ci  par  i"'  ni\  le 
facteur  m"  étant  impair.  En  d'autres  termes,  nous  ferons 

m  ■=  m'  -+■  1"  m'\ 

en  prenant  successivement  pour  m' les  valeurs  impaires  i ,  3,  5. . .  m  —  2, 
et  déterminant  ensuite  m"  par  l'équation 

i"'  m"  =  m  —m', 

en  sorte  que  a"  indique  la  plus  haute  puissance  de  2  qui  divise  le 
nombre  pair  m  —  m' . 

Nous  désignerons  par  d  un  quelconque  des  diviseurs  de  m,  par  d'  un 
diviseur  quelconque  de  m',  et  par  d"  un  quelconque  des  diviseurs  de  m" . 

Cela  posé,  so\\.f[x)  une  fonction  telle,  que  l'on  ait 

f{-x)=j{x\ 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  dont  on  aura  à  faire  usage  :  ces  valeurs 
seront,  comme  on  le  verra,  des  nombres  pairs.  Nous  aurons  la  formule 
assez  curieuse  que  voici  : 

/(o)ç,('")=2[/(o)  +  ^/W+=/M)  +  -- -  +  2/(^-0] 
-^^^\ll,[f'y'f'-'i')-fy<i'+'i")]\ 


dont  nous  devons  d'abord  exposer  nettement  la  composition 

Tome  m  (2*  =érie).—  Jcin  i858. 
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Au  premier  membre,  on  désigne  par  Ç,  (m)  la  somme  des  diviseurs 

de  m. 

Au  second  membre,  nous  avons  deux  sommes  très- distinctes,  la 
première  relative  aux  diviseurs^  du  nombre  m,  la  seconde  portant  au 
contraire  sur  les  diviseurs  <^',  d"  des  nombres  impairs  m',  m' ,  formant 
un  couple  pour  lequel  on  ait 

m  =  m'  -+-  '1     m!' -, 

comme  il  a  été  expliqué  plus  haut. 
Pour  obtenir  la  première  somme 

^ [y f  o)  +  2/(2)  -4-  2/(4)  +  •  •  .  +  5-/(^  -  I )], 

il  faut  considérer  chaque  diviseur  r/ du  nombre  w,  former  pour  lui  la 
somme 

/(o)  +  2/(2)  +  2/(4)+  .  .  .  +  ifK^i -  0, 

qui  se  réduit  à  son  premier  terme  /  (o)  lorsqu'il  s'agit  du  diviseur  i ,  et 
ensuite  faire  le  total  de  toutes  les  sommes  partielles  ainsi  obtenues 
pour  les  diverses  valeurs  de  d.  On  voit  que  /(o)  figure  dans  ce  total 
autant  de  fois  que  m  a  de  diviseurs,  tandis  qu'en  général  o.f{is)  s'y 
retrouve  autant  de  fois  que  m  a  de  diviseurs  plus  grands  que  is. 
Quant  à  la  somme 


c'est  une  somme  triple  qui  porte  d'abord  pour  chaque  groupe  m',  m 
sur  tous  les  diviseurs  d\  d'\  et  qui  doit  être  prise  finalement  pour  tous 
ces  groupes.  Ce  sont  déjà  de  telles  sommes  triples   que   nous  avons 
rencontrées  dans  nos  deux  premiers  articles.  Le  lecteur  doit  être  par- 
faitement familiarisé  aujourd'hui  avec  notre  notation. 

Comme  première  application  de  la  formule  (D),  prenons 

• 

X 

/'»  =  (-0% 

fonction  numérique  qui  vérifie  la  condition  imposée  /(—  oc)  =  j  (x), 
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parce  que  d,  d' ,  d"  étant  impairs,  la  valeur  de  oc  dans  nos  formules 
est  toujours  paire.  En  observant  que  l'on  a 

d' — d"  d' +d"  d' — I  d"  —  i 

et 

d'-^d"  d'—i  d" -i 

(- 0~^=  - (- 1  ~- (-  0^» 

on  voit  que  notre  somme  triple 

devient  ici 

[d'—i  d"—\-\ 

Quant  à  la  somme 

2  [/(O)  +   2/(2)  +  2/(4)  +  .  .  .  -f-  2  /(^-   ,)], 

on  l'obtiendra  en  remarquant  que  l'on  a  successivement 

/(0)=:l,        f[l)=-l,        /(4)=I,        /(6)=-,..., 

par  suite 

d—i 

./(0)+2/(2)  +  2/(4)  +  ...  +  2/(^-l)=(-l)    ^    , 

ce  qui  réduit  la  somme  cherchée  à  l'expression  concise 

d-i 

c'est,  comme  on  sait,  le  nombre  de  manières  dont  on  peut  décomposer 
2 m  en  une  somme  de  deux  carrés  impairs. 

Posons  pour  abréger 

d—i 

2(-  i)  ^"   =p{m), 

en  sorte  que  p[m)  soit  la  valeur  de  notre  somme  simple.  La  somme 
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triple  s'écrira 

et  nous  aurons  définitivement 

^P{m')p{m")  =  ^[^,{m)-p{m)]. 

Comme  on  a 

2  772  =  2  m' H-  i"  .  1  m'\ 

il  sera  aisé  d'en  conclure  que  le  nombre  des  représentations  de  im, 
c'est-à-dire  du  double  de  l'entier  impair  donné  m^  par  la  formule 

j2  +  z^  +  l'-^u^  H-  p2), 

où^',  2,  M,  i>  sont  des  entiers  positifs  impairs,  et  où  l'exposant  a  est  à 
volonté,  mais  >  o,  a  pour  valeur 


^[Ç,(/n)-^(m)], 


c'est-à-dire  est  égal  au  quart  de  l'excès  du  nombre  des  décompositions 
de  /J  m  en  quatre  carrés  impairs  sur  le  nombre  des  décompositions  de 
2  m  en  deux  carrés  impairs. 
Il  est  aisé  de  voir  que 

est  aussi  le  nombre  des  décompositions  de  l'entier  impair  m  sous  la 

où^  et  u  continuent  à  être  des  entiers  impairs  positifs,  mais  où  z  et  v 
sont  des  nombres  pairs  qui  peuvent  avoir  indifféremment  des  valeurs 
positives,  négatives  ou  nulles.  *• 

Soit,  en  second  lieu, 

f{x)  =  x'. 


Cette  valeur,  substituée  dans  la  formule  (D),  nous  donne 

I 

4 


J.i^'L'^' d")  =  [-^[^^  +  à' +  . .  . -^  (d  -  ^)']. 
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Or  on  a 

et  d'un  autre  côté  le  quart  de  la  somme 

1'  -h  Li^-h  .  .  .-I-  {d—  i)^ 

est  égal  à  cette  autre  somme 

'd  — 

1"  +  2-'  + 


2 

égale  elle-même,  comme  on  sait,  à 

d'  —  d 


24 

En  représentant  donc  par  (^3{m)  la  somme  des  cubes  des  diviseurs 
de  771,  comme  déjà  par  Ç<  [m)  la  somme  de  ces  diviseurs,  on  aura  fina- 
lement 

2  Ç,('70Ç.K')  =  ^  [Ça  ('«)-?.('«)], 

ce  qui  donne  un  théorème  sur  la  décomposition  de  /4m  en  une  somme 
de  quatre  carrés  impairs,  plus  le  produit  d'une  autre  somme  semblable 
par  une  puissance  de  2,  Le  nombre  des  décompositions  dont  nous  par- 
lons {m  étant  impair)  est  exprimé  par 


^[Ç3(/«)-Ç.(m)]. 


On  pourrait  continuer  et  prendre  pour  f  \oc )  une  puissance  paire 
quelconque  de  x.  Mais  je  n'insiste  pas  sur  ces  détails. 
]Sous  aurons  une  formule  plus  curieuse  en  posant 

f[x^  =  cos(x^), 

i  étant  une  constante  quelconque.  Il  vient  alors 
i 

\^  sin  dx 

^*  ("^^  "^       sinx       +■  ^^'2(2  ^^"  ^'"^  Z  ^^"  ^"^ 


2o6  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

Cette  formule  conduit  à  divers  théorèmes  qui  ont  de  l'intérêt,  et  sur 

lesquels  je  reviendrai  une  autre  fois, 

A  côté  de  la  formule  (D  ;,   plaçons  maintenant  une  autre  formule 

qui  en  diffère  en  apparence  plutôt  qu'au  fond,  et  qui  suppose  comme 

elle  le  nombre  m  impair  et  mis  sous  la  forme 

m  =  m'  H-  2'^  m'\ 

m'  et  m"  étant  aussi  impairs.  Dans  cette  nouvelle  formule,  la  fonction 
f[x),  pour  laquelle  on  avait 

sera  remplacée  par  une  autre  fonction  F(^)  qui  devra  au  contraire 
vérifier  la  condition 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  dont  on  fera  usage  et  qui  seront,  comme 
on  va  le  voir,  des  entiers  impairs.  Je  trouve  en  effet  que  la  somme 
triple 

y  \^^[F{.r  -  d"  + 1)  -¥{d'-d" -1)  -F{d' -^d" +1)  -^Fid'-hd"—i)]\ 

est  égale  à 

f(i)ç,('«)-i;fm- 

Ainsi  on  a 

i^{^'S[F{d'-d"-hi)-r{d'-d"-i)-Y{d'-i-d"  +  i)  +  Fid'-i-d"-i)]\ 
(E)  < 

j  =F{i)-<^^{m)-^F{d). 

Nous  désignons,  comme  toujours,  par  Ç,  (m)  la  somme  des  diviseurs 
(iâe  m.  La  somme 

concerne  ces  diviseurs  d.  Quant  à  la  somme  placée  au  premier  membre, 
c'est  une  somme  triple  du  genre  de  celles  que  nous  avons  déjà  don- 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  207 

nées.  Les  deux  premiers  V  sont  relatifs  aux  diviseurs  cl' ^  d"  qui  ap- 
partiennent à  deux  quelconques  des  nombres  m',  m"  pour  lesquels 

m  =  m'  +  'i''  m", 

et  le  troisième  V  indique  qu'après  avoir  ainsi  obtenu  pour  chaque 

groupe  m',  m"  une  somme  partielle,  on  doit  faire  le  total  pour  tous  les 
groupes. 

Les  deux  formules  (D),  (E),  quoique  très-différentes  dans  la  forme, 
reviennent  au  même  pourtant  dans  le  fond  et  donnent  les  mêmes  ré- 
sultats. Mais  voici  une  troisième  formule  très-remarquable  aussi  et  qui 
diffère  essentiellement  des  deux  autres.  La  fonction  f[jc)  qui  y  figure 
doit  jouir,  comme  dans  la  formule  (D),  de  la  propriété  que 

/(-.T)  =  /(.r); 

mais  les  quantités  placées  sous  le  signe  f  sont  tout  autres;  ce  sont  des 
nombres  impairs  et  non  plus  des  nombres  pairs. 
Continuant  en  effet  à  supposer 

m  =  m'  -+-  '1'  m" , 

m,  m',  m"  étant  des  nombres  impairs  dont  le  premier  m  est  donné,  et 
dont  le  second  m'  doit  prendre  successivement  les  valeurs 

1 ,  3,   5,.  .  .  m  — .u, 

désignons  à  notre  ordinaire  par  d  un  quelconque  des  diviseurs  de  m, 
par  d'  un  quelconque  des  diviseurs  de  m',  par  d"  un  quelconque  des 
diviseurs  de  m",  et  enfin  par  â  le  diviseur  conjugué  à  d  qui  donne 
m  =  d^,  puis  considérons  pour  l'ensemble  des  groupes  m',  m"  la 
somme  triple 


et  notre  formule  consistera  en  ce  que  le  double  de  cette  somme  triple 
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équivaudra  à  la  série  simple 

qui  ne  concerne  que  les  diviseurs  du  nombre  m. 
En  d'autres  termes,  on  a 

(F;    ■2^\^^[f{d'-^''"  d'')-f{d'  -r^^"  cl'')]\  =  ^{^-d]f[d). 

On  voit  que  cette  formule  diffère  essentiellement  des  formules  (D) 
et  (E),  ainsi  que  nous  l'avions  annoncé. 

Contentons-nous  d'une  seule  application.  Soit 

/(.r)  =  x- 
la  formule  (F)  nous  donnera 

2[2'^-"Ç,  im')  Ç,  [m")]  =  ^[Çs  (^'0  —  '"?«  ("0]' 

ainsi  qu'il  est  aisé  de  s'en  assurer.  La  présence  du  facteur  a"  dis- 
tingue cette  équation  des  équations  analogues  que  nous  avions  déjà 
rencontrées. 


- — ^»^&<H 
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TABLES  DE   LA  LUNE 

CONSTRUITES 

1)  APRÈS  LE  PRINCIPE  NEW  TOMEN  DE  LA  GRAVITATION  UNIVERSELLE; 

Par  P.-A.   HANSEX, 

Directeur  de  l'observatoire  ducal  de  Gotlia. 


Traduit  de  l'alleaiand  par  M.    Pliseux. 


[  Extrait  des  Nouvelles  astronomiques  ,  n"  1 128.] 


M.  Haiisen,  qui  a  déjà  tant  avancé  la  science  par  ses  recherches  sur 
les  perturbations,  donne  de  sa  théorie,  dans  l'ouvrage  que  nous  an- 
nonçons, une  application  importante  et  intéressante  à  divers  titres.  Les 
inégalités  du  mouveinent  de  la  lune,  à  raison  même  de  leur  grandeur 
et  de  leur  nombre,  étaient  particulièrement  propres  à  mettre  en  évi- 
dence les  avantages  de  la  méthode  de  l'auteur,  aussi  bien  qu'à  décider 
jusqu'à  quel  point  la  loi  d'attraction  de  Newton  peut  représenter  les 
mouvements  des  corps  célestes. 

Euler  s'était  déjà  proposé,  dans  ses  recherches  sur  la  lune,  de  cal- 
culer théoriquement  toutes  les  inégalités,  à  l'exception  du  mouvement 
des  nœuds  et  de  celui  des  absides;  mais  quelque  loin  qu'il  eût  poussé 
sa  théorie,  on  se  convainquit  bientôt  qu  elle  ne  satisfaisait  pas  aux 
conditions  que  l'auteur  s'était  imposées.  Tobie  Mayer  apporta  à  la 
théorie  d'Euler  de  notables  perfectionnements;  il  en  déduisit  principa- 
lement la  forme  des  inégalités,  mais  ne  calcula  théoriquemenfque  ceux 
des  coeffi'.ients  qui  pouvaient  être  déterminés  sûrement  de  cette  ma- 
nière, et  rectifia  les  autres  à  l'aide  des  observations.  Il  y  joignit  d'ail- 
leurs quelques  inégalités  que  l'observation  lui  avait  indiquées,  mais 
dont  il  n'avait  pas  trouvé  l'explication  dans  la  théorie  de  la  pesanteur. 
Mason  et  plus  tard  Bùrg  perfectionnèrent  encore  les  Tables  de  la  lune 
par  une  détermination  plus  précise  des  éléments  de  l'orbite  et  par  l'in- 

Tome  m  (2«  série).  —  Juin  i858.  1"] 
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troduction  de  plusieurs  inégalités  indiquées  par  la  théorie  :  mais, 
comme  Tobie  Mayer,  ils  tirèrent  des  observations  le  plus  grand  nom- 
bre des  coefficients. 

Laplace  approcha  beaucoup  plus  que  ses  prédécesseurs  du  but 
qu'Euler  s'était  proposé  :  non-seulement  il  donna  une  détermination 
théorique  plus  exacte  des  coefficients  des  inégalités  déjà  connues,  mais 
il  en  calcula  un  grand  nombre  de  nouvelles.  Parmi  ces  dernières, 
celle  qui  dépend  de  l'aplatissement  de  notre  globe  offrait  un  intérêt 
particulier,  attendu  qu'en  tirant  son  coefficient  des  observations,  on 
obtenait  une  nouvelle  détermination  de  l'un  des  éléments  du  sphéroïde 
terrestre.  Ce  grand  géomètre  fit  faire  encore  un  progrès  considérable 
à  la  théorie  de  la  lune  par  la  découverte  de  l'inégalité  séculaire  du 
moyen  mouvement  de  cet  astre,  inégalité  dont  la  comparaison  des  ob- 
servations anciennes  et  modernes  avait  déjà  indiqué  l'existence.  Par  là 
fut  écartée  l'objection  la  mieux  fondée  qu'on  eût  élevée  contre  l'exac- 
titude de  la  loi  d'attraction  de  Newton,  et  en  même  temps  l'invariabi- 
lité de  la  durée  de  la  rotation  de  la  terre  depuis  l'époque  d'Hip- 
parque  se  trouva  démontrée. 

Laplace  tira  de  sa  théorie  les  coefficients  de  toutes  les  inégalités  con- 
sidérées par  lui,  à  1  exception  de  celles  qui  dépendent  de  la  parallaxe 
du  soleil  et  de  l'aplatissement  de  la  terre.  Il  emprunta  également  aux 
observations  les  movens  mouvements  des  noeuds  et  des  absides,  pen- 
sant que  la  théorie  ne  pourrait  jamais  les  donner  avec  la  même  préci- 
sion. 

Eurckhardt  utilisa  les  recherches  de  Laplace  pour  la  construction 
de  ses  Tables  de  la  lune.  Par  là  et  par  une  détermination  plus  exacte 
des  éléments  de  l'orbite,  à  l'aide  des  observations  de  Bradley  que  Bûrg 
n'avait  pu  utiliser,  les  Tables  de  Burckhardt  atteignirent  une  précision 
supérieure  à  celles  des  Tables  précédentes.  Par  l'ordre  du  Bureau  des 
Longitudes,  on  les  compara  avec  cent  soixante-six  observations  faites 
à  Greenwich  et  à  Paris  dans  1  intervalle  du  19  juin  1802  au  24  juin  1807. 
Cette  comparaison  donna  pour  l'écart  moyen  entre  les  observations  et 
les  Tables  les  valeurs  suivantes  : 

Longitude.  Déclinaison, 

Tables  de  Burckhardt,  ..  .     6,27  5,83 

Tables  de  Bùrg 6,53  6,87 
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Toutefois  l'erreur  des  Tables  de  Burckhardt  est  devenue  plus  consi- 
dérable dans  ces  dernières  années,  et  lors  de  j'éclipse  totale  de  soleil 
du  28  juillet  i85i,  elle  atteignait  29  secondes. 

Indépendamment  d'une  plus  grande  précision,  les  Tables  de  Burck- 
hardt ont  encore  sur  les  précédentes  l'avantage  que  leur  disposition 
ies  rend  d'un  emploi  plus  commode.  A  l'exception  de  l'évection,  de 
l'équation  du  centre,  de  la  variation  et  de  la  réduction,  les  arguments 
de  toutes  les  Tables  ont  été  remplacés  par  leurs  valeurs  moyennes  :  la 
formation  des  arguments  devient  des  lors  beaucoup  plus  simple  et  on 
évite  le  calcul  préalable  du  lieu  du  soleil. 

En  1820,  sur  la  proposition  de  Laplace,  l'Académie  des  Sciences  de 
Paris  choisit  pour  sujet  de  prix  la  construction  de  Tables  de  la  lun^ 
fondées  uniquement  sur  la  théorie  et  offrant  la  même  précision  que 
les  Tables  établies  à  la  fois  sur  la  théorie  et  sur  les  observations.  Ce  fut 
l'occasion  pour  Damoiseau  et  surtout  pour  Plana  de  perfectionner  con- 
sidérablement la  théorie  de  la  lune.  Damoiseau  publia  des  Tables  con- 
struites d'après  sa  théorie,  d'abord  suivant  la  division  décimale,  puis 
suivant  la  division  sexagésimale  du  cercle.  C'est  d'après  les  dernières 
qu  ont  été  calculées  les  éphémérides  de  la  lune  données  par  Schuma- 
cher pour  les  années  i833  à  i835.  M.  Lamont  les  a  comparées  avec 
ses  observations  méridiennes  faites  en  i833  à  l'observatoire  de  Mu- 
nich. Cette  comparaison  a  donné  les  résultats  suivants  : 

48  observations;  erreur  moyenne A  a  coso  =  6,34, 

42  observations;   erreur  moyenne    ....  A  0^4 '49 

Ainsi  les  Tables  de  Damoiseau  n'étaient  guère  plus  précises  pour  l'an- 
née i833  que  les  Tables  de  Burckhardt  pour  l'époque  de  leur  publi- 
cation. Mais  tandis  qu'au  28  juillet  i85i  Terreur  de  celles-ci  s'élevait, 
comme  on  l'a  déjà  dit,  à  29  secondes,  les  Tables  de  Damoiseau  n'é- 
taient en  erreur  que  de  9  secondes. 

Plana  poussa  beaucoup  plus  loin  que  ses  devanciers  le  développe- 
ment des  coefficients  des  inégalités  en  séries  ordonnées  «iuivant  les 
puissances  de  l'excentricité,  etc.,  de  l'orbite  lunaire,  et  son  travail  est 
incontestablement  un  des  plus  importants  qui  aient  paru  jusqu'ici  sur 
cette  théorie. 

Mais  dans  de  pareils  développements  on  peut  toujours  craindre  que 

27.. 
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certains  des  tenues  nésiligés  n'aient  des  coefficients  considérables  et 
n'acquièrent  par  suite  une  valeur  sensible.  Or  la  méthode  de  M.  Han- 
sen  ne  laisse  subsister  aucun  doute  de  ce  genre,  puisqu'elle  détermine 
le  coefficient  de  chaque  inégalité  avec  une  erreur  inférieure  à  une  li- 
mite fixée  à  volonté  dès  le  commencement  du  calcul.  Elle  a  encore 
sur  les  théories  précédentes  cet  avantage,  que  pour  atteindre  un  égal 
degré  de  précision  dans  le  calcul  de  l'ensemble  des  perturbations,  elle 
n'emploie  pas  un  nombre  de  termes  aussi  considérable  .  de  plus,  elle 
fournit  plusieurs  équations  de  condition  qui  servent  à  la  vérification 
des  calculs  numériques. 

M.  Hansen  avait  développé  les  perturbations  provenant  de  l'action 
du  soleil  assez  complètement  pour  pouvoir  en  répondre  à  o",o-2  près, 
limite  qu'il  s'était  imposée  à  l'avance.  Quant  aux  perturbations  qui 
dépendent  de  l'attraction  des  planètes,  il  en  avait  cru  d'abord  la  déter- 
mination assez  simple  pour  pouvoir  utiliser,  sans  aucune  modification, 
les  recherches  de  Laplace  et  de  Damoiseau  sur  ce  point.  Mais  il  recon- 
nut ensuite  que  là  encore  il  y  avait  d'importantes  lacunes  à  combler. 

Toutes  les  observations  méridiennes  de  la  lune  faites  à  Greenwich 
de  1^50  à  i83o  ont  été,  sous  la  direction  de  M.  Airy,  réduites  et  com- 
parées à  la  théorie  de  Plana;  les  écarts  moyens  calculés  pour  des  pé- 
riodes de  quatre  à  dix  ans  atteignaient  encore  un  maximum  de  4  j6,  et 
la  marche  régulière  des  erreurs  indiquait  des  inégalités  à  longues  pé- 
riodes négligées  jusqu'à  présent.  M.  Hansen  fut  amené  par  là  à  exa- 
miner de  plus  près  les  perturbations  causées  par  l'attraction  des  pla- 
nètes; il  trouva,  en  effet,  deux  inégalités  à  longues  périodes,  dues  à 
l'attraction  de  Vénus,  et  dont  l'introduction  faisait  disparaître  à  peu 
près  complètement  les  différences  mentionnées  ci-dessus  entre  le  calcul 
et  l'observation.  Mais,  contrairement  à  ce  qu'il  avait  pensé  d'abord,  il 
reconnut  que  la  détermination  exacte,  par  la  théorie,  des  coefficients 
des  inégalités  de  la  lune  dues  aux  actions  planétaires,  était  le  point  le 
plus  difficile  de  la  théorie  du  mouvement  de  cet  astre. 

Les  réductions  et  les  comparaisons  exécutées  sous  la  direction  de 
M.  Airy  ont  été  d'une  telle  importance  pour  le  perfectionnement  de  la 
théorie  de  la  Lune,  qu'on  nous  permettra  d'entrer  dans  quelques 
détails  à  ce  sujet. 

Les  longitudes  et  les  dislances  polaires  écliptiques  de  la  lune  ont 
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été  comparées  avec  les  lieux  du  même  astre  calculés  d'après  les  for- 
mules de  Plana,  et  en  adoptant  pour  les  éléments  de  l'orbite  et  le 
moyen  mouvement  les  valeurs  admises  par  Damoiseau.  De  ces  compa- 
raisons, M.  Airy  conclut  de  nouvelles  valeurs  des  éléments  de  l'orbite, 
de  la  constante  de  la  parallaxe,  des  moyens  mouvements  des  nœuds  et 
des  absides,  des  coefficients  de  la  variation,  de  l'évection  et  de  [équa- 
tion annuelle,  et  aussi  des  coefficients  des  inégalités  qui  dépendent  de 
la  parallaxe  du  soleil  et  de  l'aplatissement  de  la  terre.  Cette  recherche 
fit  découvrir  en  outre  à  M.  Airy  de  petites  inégalités  que  la  théorie 
n'avait  point  encore  indiquées. 

Le  i^""  volume  de  l'ouvrage  intitulé  :  Reductioîi  of  the  Mooiis  obser- 
vations, made  atthe  royal  observatory,  Greefnv'ch^from  l'jBoto  i83o, 
computecl  under  the  super intendence  of  Airy  [*],  renferme  une  suite  de 
Tables  dont  M.  Airy  a  fait  usage  dans  sa  discussion,  et  qui,  combinées 
avec  les  Tables  de  Damoiseau,  lui  fournissent  le  lieu  de  la  lune,  comme 
s'il  eût  été  calculé  d'après  la  théorie  de  Plana,  et  avec  les  éléments  de 
l'orbite  et  les  moyens  mouvements  des  noeuds  et  des  absides  tels  que 
Damoiseau  les  a  déterminés.  M.  Airy  a  seulement  négligé  quelques 
petits  termes  donnés  par  Plana,  dont  les  coefficients  ne  dépassent 
pas  o",  2. 

Les  résultats  des  recherches  entreprises  et  publiées  jusqu'ici  sur  le 
mouvement  de  la  lune  se  trouvent  réunis  dans  l'ouvrage  suivant  ; 

Tables  oj  the  iVloon,  constructed  J rom  Plana  s  théorie,  with  Airy  s 
and  Longstreths  corrections,  Hansejis  two  inequalities  oJ  long  period 
arising  jrom  the  action  oj  Venus,  and  Hanseii s  values  oJ  the  secular 
variations  oj  the  mean  motioti  and  oj  the  motion  oj  the  périgée. 
Arranged  in  aforin  designed  by  projessor  Benjamin  Peirce,  under  the 
superintendence  oj  Charles  Henry  Davis,  and  published  under  the 
authority  of  John  P.  Kennedy.  Washington,  i853[**]. 


(*]  Réduction  des  observations  de  la  Lune  faites  de  i^So  à  i83oà  l'observatoire 
royal  de  GreenTvich„  calculée  sous  la  direction  de  M.  Airy. 

[**]  Tables  de  la  lune  fondées  sur  la  théorie  de  Plana ,  avec  les  corrections  d'Airv 
et  de  Longstreth,  les  deux  inégalités  à  longues  périodes  de  Hansen  résultant  de  l'ac- 
tion de  Vénus,  et  les  valeurs  données  par  le  même  astronome  pour  les  variations  sé- 
culaires du  moyen  mouvement  et  du  mouvement  du    périgée.   Disposées  suivant  la 
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Les  bases  de  ces  Tables  sont,  comme  le  titre  lindique,  i**  les  élé- 
ments de  l'orbite  et  les  moyens  mouvements  des  nœuds  et  des  ab- 
sides, tels  qu'ils  résultent  des  recherches  déjà  citées  de  M.  Airy;  a*'  les 
expressions  des  inégalités  données  par  Plana,  avec  les  corrections  ap- 
portées par  M.  Airy  à  quelques-unes  d'entre  elles;  3°  les  inégalités 
empiriques  découvertes  par  M.  Airy;  4°  îes  inégalités  dépendantes  de 
l'attraction  de  Vénus  et  les  variations  séculaires  du  moyen  mouvement 
de  la  lune  et  du  mouvement  du  périgée,  telles  que  M.  Hansen  les  a 
données  dans  le  n*"  597  de&  Nouvelles  astronomiques;  S*"  les  petites 
corrections  empiriques  apportées  par  Longstreth  à  quelques  inég^ilités 
de  Plana. 

La  publication  de  cet  ouvrage  paraît  due  au  désir  de  satisfaire,  avant 
l'entier  achèvement  du  travail  de  M.  Hansen,  et  autant  que  la  chose 
était  possible,  au  besoin  pressant  qu'éprouvaient  les  astronomes  de 
Tables  de  la  lune  dont  la  précision  répondît  à  l'état  actuel  de  la 
science. 

Revenons  à  présent  aux  recherches  de  M.  Hansen.  Apres  qui!  eut 
découvert  les  inégalités  à  longues  périodes  produites  par  l'attraction 
de  Vénus,  le  savant  astronome  développa  les  autres  perturbations  cau- 
sées par  l'action  plus  ou  moins  directe  des  planètes,  d'une  manière 
assez  complète  pour  être  sur  de  ne  laisser  échapper  aucun  terme  sen- 
sible. Ce  travail  lui  donna  l'explication  théorique  des  nouvelles  inéga- 
lités que  M.  Airv  avait  reconnues  par  les  observations.  l\  détermina 
théoriquement  les  coefficients  de  ces  inégalités  comme  de  toutes  les 
autres,  a  l'exception  de  ceux  qui  ne  peuvent  être  tirés  que  des  ob- 
servations; il  a  la  conviction  que  tous  ces  coefficients  sont  déter- 
minés à  o",2  près,  et  même  que  la  plupart  le  sont  beaucoup  plus  exac- 
tement. 

Les  recherches  de  M.  Hansen  l'ont  conduit  à  un  grand  nombre  de 
résultats  nouveaux,  et  indépendamment  de  ceux  que  nous  avons  déjà 
cités,  nous  devons  mentionner  particidierement  cette  découverte,  que 
le  centre  de  gravité  de  la  lune   ne  coïncide  pas  avec  le  centre  de  sa 


forme  indiquée  par  k  professeur  Benjamin  Peirce,  sous  la  direction  de  Charles  Henry 
Davis,  et  publiées  par  John  P.  Kennedv.  Washington,  j853. 
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surface.  D'après  M.  Hansen,  la  distance  de  ces  deux  points  s'élève  à 
environ  8  milles  géographiques,  le  centre  de  gravité  étant  plus  éloigné 
de  nous  de  cette  quantité  que  le  centre  de  figure.  Cette  circonstance 
accroît  de  o",69  le  coefficient  de  l'évection.  Les  coefficients  des  autres 
inégalités  de  la  longitude  moyenne  doivent  être  augmentés  dans  le 
même  rapport. 

Les  moyens  mouvements  des  nœuds  et  des  absides  auraient  pu  aussi 
être  déduits  en  toute  rigueur  de  la  théorie  de  M.  Hansen;  mais  le 
nombre  des  termes  à  calculer  eût  été  tellement  grand  et  le  travail  si 
jiénible,  que  M.  Hansen  a  préféré  les  tirer  des  observations.  Il  a  em- 
ployé pour  cet  objet,  d'une  part  les  observations  de  Greenwich  de  i  ^So 
à  l'époque  actuelle  réduites  par  M.  Airy,  d'autre  part  les  observations 
méridiennes  de  Dorpat.  Les  éléments  de  l'orbite  ont  été  conclus  des 
observations  méridiennes  les  plus  récentes  de  Greenwich  et  de 
Dorpat.  M.  Hansen  n'a  donc  employé,  pour  la  construction  de  ses 
Tables,  aucun  élément  de  calcul  qu'il  n'ait  tiré  lui-même  de  sa  théorie 
ou  des  observations. 

Pour  mettre  à  l'épreuve  la  précision  de  ses  Tables,  ]\L  Hansen  les  a 
comparées  à  des  observations  méridiennes  soit  récentes,  soit  anciennes. 
Il  a  pris  les  premières  au  hasard  parmi  les  observations  faites  à  Green- 
wich, du  8  mars  182421*  ^7  septembre  i85o.  Voici  les  valeurs  moyennes 
des  erreurs  : 

I  3g  observations A  z  coso  =  2", 62  , 

157  observations    iS  ^  2",  10. 

(^es  moyennes  ne  sont  guère  plus  grandes  que  les  erreurs  moyennes 
des  observations  d'étoiles  fixes  faites  aux  mêmes  instruments,  et  comme 
l'observation  de  la  lune  n'est  pas  susceptible  de  la  même  précision 
que  celle  d'une  étoile,  il  est  permis  de  les  attiibuer  aux  observations. 
Si  l'on  compare  ces  erreurs  avec  celles  des  Tables  de  Burckhardt  et 
de  Damoiseau  que  nous  avons  rapportées  ci-dessus,  on  voit  à  quel 
point  les  Tables  de  Hansen  les  surpassent  en  précision,  pour  l'époque 
même  de  la  publication  des  premières. 

Les  observations  de  Bradley  se  trouvent  également  représentées 
d'une  manière  satisfaisante.  Celles  que  M.  Hansen  a  comparées  a  ses 
Tables  sont  comprises  entre  le  24  octobre  1761  et  le  i4iuai  1733  relies 
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lui  ont  donné.  po!ir  les  erreurs  moyennes,  les  valeurs  suivantes  : 

62  observations A  z  cos  0  =  3",'j8, 

07   observations Ao  =  5", 79. 

Ces  erreurs  ueuvent  encore  être  attribuées  aux  observations  seules,  si 
Ion  considère  que  les  déclinaisons  ont  été  obtenues  à  l'aide  du  quart 
de  cercle  en  fer  de  Graham,  et  que  Eessel  a  trouvé  cet  instrument  trop 
défectueux  pour  pouvoir  employer  dans  ses  Fundamenta  les  observa- 
tions qu'il  a  servi  à  faire. 

Il  suit  de  ce  qui  précède,  que  les  Tables  de  Hansen  représentent  les 
observations  méridiennes  qu'on  leur  a  comparées  avec  une  précision 
qui  ne  laisse  rien  à  désirer.  Il  était  donc  tres-intéressant  de  rechercher 
jusqu'à  quel  point  les  documents  qui  nous  sont  parvenus  sur  quelques 
éclipses  de  soleil  observées  dans  l'antiquité,  s'accordent  avec  les  mêmes 
Tables,  d'autant  plus  que  M.  Hansen  n'avait  employé  aucune  éclipse, 
ancienne  ou  moderne,  pour  la  détermination  des  éléments  elliptiques 
de  l'orbite  et  des  mouvements  des  noeuds  et  du  périgée. 

L'illustre  directeur  de  l'observatoire  de  Greenwich  a  entrepris  cette 
recherche,  et  en  a  publié  les  résultats  dans  les  Transactions  philoso- 
phiques pour  1857.  Les  éclipses  de  soleil  qu'il  a  discutées  sont  celles 
d  Agathocle,  de  Larisse,  de  Thaïes  et  de  Sticklastadt. 

La  première  arriva  pendant  qu  Agathocle  retournait  de  Syracuse  en 
Afrique  avec  sa  flotte,  le  second  jour  après  son  départ,  le  i5  août  de 
l'an  3 10  avant  J.-C.  D  après  le  récit  de  Diodore,  lobscurité  fut  si 
complète,  qu'on  put  se  croire  en  pleine  nuit,  et  que  des  étoiles  se  mon- 
trèrent dans  toute  Tétendue  du  ciel;  il  n'est  pas  douteux  d'après  cela 
que  l'éclipsé  ne  fût  totale.  Quant  au  lieu  de  l'observation,  on  pourrait 
se  demander  si  Agathocle  avait  pris  la  route  la  plus  courte  en  se  diri- 
geant vers  le  sud  à  partir  de  Syracuse,  ou  s'il  n'avait  pas  d'abord  fait 
voile  vers  le  nord,  de  manière  à  faire  le  tour  de  la  Sicile.  D'après  les 
Tables  de  Hansen,  c'est  la  première  hypothèse  qu'il  faut  adopter,  et 
alors  une  éclipse  totale  a  dû  avoir  lieu  le  second  jour  après  le  départ. 

Dans  cette  éclipse,  la  situation  du  lieu  de  l'observation  était  incer- 
taine à  i"  3o'  près  en  latitude.  Pour  celle  de  Larisse,  au  contraire,  on 
connaît  exactement  le   lieu  où  elle  a  été  vue  (aujourd'hui  Nimrod)  ; 
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cette  dernière  éclipse  permettait  donc  de  soumettre  les  Tables  de  la  lune 
à  une  épreuve  plus  décisive. 

Xénophon  rapporté  dans  son  Anabasis  que  le  roi  de  Perse,  après 
avoir  vaincu  les  Mèdes,  avait  assiégé  longtemps  sans  succès  la  ville  de 
Larisse,  mais  qu'un  jour  le  soleil  avait  disparu  comme  voilé  par  un 
nuage.  Les  habitants  auraient  été  découragés  par  ce  phénomène  inat- 
tendu, et  la  prise  de  la  ville  s'en  serait  suivie. 

On  ne  peut  douter  qu'il  s'agisse  d'une  éclipse  de  soleil,  et  vraisem- 
blablement d'une  éclipse  totale.  M.  Airy  examina  toutes  les  éclipses 
qui  ont  eu  lieu  dans  l'intervalle  de  quarante  ans,  où  Ton  peut  placer 
l'époque  du  siège,  et  trouva  qu'en  effet,  d'après  les  Tables  de  Hansen, 
une  éclipse  totale  et  presque  centrale  de  soleil  devait  avoir  eu  lieu  à 
Larisse  le  19  mai  de  l'an  556  avant  J.-C. 

Nous  manquons  de  renseignements  précis  sur  le  lieu  où  l'éclipsé  de 
Thaïes  a  été  observée.  Elle  arriva,  suivant  Hérodote,  pendant  un  com- 
bat entre  les  Lydiens  et  les  Mèdes,  et  l'obscurité  fut  telle,  que  le  jour  se 
changea  subitement  en  nuit.  Le  même  historien  rapporte  que  Thaïes 
avait  prédit  cette  éclipse  aux  Ioniens.  Il  suit  des  recherches  de  M.  Airy 
que  le  champ  de  bataille  se  trouvait  dans  l'intérieur  d'un  polygone, 
ayant  pour  sommets  Sardes,  Iconium,  Tarse,  Issus,  Mélilène,  Ancvre, 
Sardes,  ou  bien  que  s'il  n'était  pas  en  Asie  Mineure,  il  se  trouvait  à 
l'est-sud-est  du  même  polygone.  Quant  à  l'époque,  on  sait  positive- 
ment que  le  combat  a  eu  lieu  vers  l'an  584  avant  J.-C.  Or  M.  Airy 
trouve  que,  d'après  les  Tables  de  Hansen,  il  y  a  eu  le  a8  mai  584 
avant  J.-C.  une  éclipse  de  soleil  qui  a  dû  être  totale  pour  une  partie 
considérable  du  polygone  en  question,  et  qui  n'est  autre  sans  aucun 
doute  que  l'éclipsé  de  Thaïes. 

Ainsi  ces  trois  éclipses  se  trouvent  représentées  par  les  Tables  de 
Hansen,  avec  toute  l'exactitude  que  comportent  les  documents  histo- 
riques qui  nous  sont  parvenus.  M.  Airy  a  encore  comparé  aux  Tables 
l'éclipsé  deSticklastadt,  pour  laquelle  les  éléments  du  calcul  lui  avaient 
été  fournis  par  M.  Hansen  lui-même.  M.  le  professeur  Hansteen  a 
donné,  dans  le  numéro  complémentaire  des  Nouvelles  astronomiques , 
un  compte  rendu  détaillé  de  cette  éclipse.  Elle  arriva  pendant  un  com- 
bat que  les  guerriers  chrétiens,  sous  la  conduite  du  roi  de  Norwége 
Olaf  Haraldsson ,  livraient  à  une  armée  de   paysans  païens  révoltés. 

Tome  III  (2«  série).  —  Jlin  i858.  20 
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Voici  ce  qu'en  rapporte  Siiorre  Sturlason  :  a  Le  temps  était  beau  et 
le  soleil  brillait;  mais  quand  la  bataille  eut  commencé,  une  temte 
rougeâtre  se  répandit  sur  le  ciel  et  sur  le  soleil,  et,  avant  que  le 
combat  fût  terminé,  l'obscurité  devint  aussi  grande  que  pendant  la 
nuit.  » 

La  situation  du  champ  de  bataille  a  été  déterminée  avec  certitude 
par  M.  le  professeur  Hansteen,  et  les  recherches  de  cet  illustre  savant 
fixent  positivement  la  date  du  combat  au  3i  août  io3o.  L'heure  du 
jour  à  laquelle  eut  lieu  la  plus  grande  obscurité  est  aussi  approxima- 
tivement connue,  puisque,  d'après  la  relation  déjà  citée,  le  combat 
commença  vers  une  heure  et  demie  de  raprès-midi  et  finit  avant  trois 

heures. 

D'après  les  Tables  deHansen,  leclipse  n'a  pas  été  totale  à  Sticklastadt; 
mais  la  cent  neuvième  partie  seulement  de  la  surface  du  soleil  a  dû 
rester  visible.  Comme  pendant  la  plus  grande  phase  le  soleil  n'était 
qu'à  25  degrés  au-dessus  de  l'horizon,  le  jour  a  dû  être  considérable- 
ment affaibli.  M.  Airy  trouve  qu'on  obtiendrait  une  éclipse  totale  pour 
Sticklastadt,  sans  que  celle  de  Larisse  cessât  de  l'être,  en  augmentant 
de  o",8o9  l'accélération  séculaire  tropique.  Comme  on  ne  peut  mettre 
en  doute  l'exactitude  de  la  valeur  de  l'accélération  moyenne  déduite 
par  M.  Hansen  de  la  loi  de  la  gravitation  newtonienne,  on  serait  con- 
duit par  là  à  modifier  légèrement  cette  loi.  Mais  comme  il  n'est  pas 
établi  d'une  manière  absolument  certaine  que  les  deux  éclipses  citées 
aient  été  totales,  on  n'est  pas  suffisamment  autorisé  à  changer  la  valeur 
de  l'accélération  calculée  par  M.  Hansen. 

Le  résultat  de  toutes  ces  épreuves  est  aussi  favorable  aux  Tables  de 
Hansen  qu'on  pouvait  l'espérer,  et  on  peut  regarder  comme  certain 
que  pendant  longtemps  elles  donneront  les  lieux  de  la  lune  avec  une 
précision  supérieure  à  celle  d'observations  méridiennes  isolées.  Si  plus 
tard  on  vient  à  déterminer  avec  une  précision  plus  grande  les  éléments 
de  l'orbite  et  les  moyens  mouvements  des  nœuds  et  des  absides,  les  cor- 
rections, en  tout  cas  très-petites,  qui  en  résulteront  s'introduiront  très- 
aisément  dans  les  Tables.  Une  valeur  durable  est  donc  assurée  à  lou- 
vrage  de  M.  Hansen,  puisque  les  inégalités  n'y  auront  jamais  besoin  de 
corrections. 

On  lire  immédiatement  des  Tables  la  longitude,  la  latitude  et  le  loga- 
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rithme  du  rayon  vecteur  de  la  lune.  On  n'y  a  pas  introduit  toutes  les 
inégalités  dont  M.  Hansen  a  donné  l'expression  dans  l'introduction; 
quelques-unes,  dont  les  coefficients  étaient  très-petits,  ont  été  négli- 
gées, surtout  lorsque  leur  période  était  très-courte. 

On  trouve  encore  à  la  fin  de  l'ouvrage  des  Tables  qui  facilitent  la 
transformation  de  la  longitude  et  de  la  latitude  de  la  lune,  en  ascension 
droite  et  en  déclinaison. 
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(  NOUVELLE    THÉORIE 

DU 

MOUVEMENT  DE    LA   LUNE; 

Par  m.  DELAIXAY. 


Extrait  des  Comptes  rendus  des  séances  de  l  Académie  des  Sciences ,  lorae  XLVL  ] 


(^Séance  du  17  mai  i858.) 

J'ai  l'honneur  de  faire  part  à  l'Académie  de  l'achèvement  des  calculs 
que  j'ai  entrepris  il  y  a  plus  de  onze  ans,  pour  effectuer  une  nouvelle 
détermination  analytique  des  inégalités  du  mouvement  de  la  lune  dues 
à  l'action  perturbatrice  du  soleil. 

On  sait  quel  est  l'intérêt  qui  s'attache  à  la  connaissance  exacte  du 
mouvement  de  la  lune  sur  la  voûte  céleste.  La  rapidité  avec  laquelle 
ce  mouvement  s'effectue  à  travers  les  constellations  zodiacales  a  de- 
puis longtemps  suggéré  l'heureuse  idée  de  s'en  servir  pour  la  déter- 
mination des  longitudes  en  mer.  Un  marin  qui  veut  trouver  la  longi- 
tude du  point  où  est  situé  son  navire  sur  l'Océan,  a  besoin  pour  cela 
de  connaître  deux  choses,  savoir,  1°  l'heure  qu'il  est,  à  un  certain  in- 
stant an  lieu  où  il  est  placé;  a^  l'heure  qu'il  est,  au  même  instant, 
dans  le  lieu  à  partir  duquel  se  comptent  les  longitudes,  à  Paris  par 
exemple.  La  première  de  ces  deux  heures  s'obtient  par  des  observa- 
tions astronomiques  spéciales  auxquelles  nous  n'avons  pas  à  nous  ar- 
rêter. Quant  à  la  seconde,  elle  est  indiquée  par  la  position  que  la  lune 
occupe  dans  le  ciel  par  rapport  aux  divers  astres  qui  sont  dans  son 
voisinage.  On  peut  assimiler  la  sphère  étoilée  à  un  immense  cadran 
placé  dans  le  ciel,  et  destiné  à  faire  connaître  l'heure  de  Paris  aux 
marins  disséminés  sur  toute  l'étendue  des  mers  :  la  lune  y  joue  le  rôle 
d'aiguille  indicatrice.  Mais  il  faut  que  les  marins  sachent  lire,  sur  ce 
cadran  gigantesque,  l'heure  que  la  lune  y  marque  à  chaque  instant. 
C'est  pour  remplir  cet  objet  que  le  Bureau  des  Longitudes  publie  plu- 
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sieurs  années  à  l'avance,  dans  la  Connaissance  des  Temps,  une  Table'' 
des  distances  lunaires,  à  l'aide  de  laquelle,  connaissant  la  distance  de 
la  lune  à  un  des  astres  voisins,  on  peut  trouver  tout  de  suite  l'heure 
qu'il  était  à  Paris  à  l'instant  où  cette  distance  a  été  mesurée.  Mais  pour 
calculer  la  Table  des  distances  lunaires,  il  faut  connaître  le  mouvement 
de  la  lune  :  l'exactitude  de  la  détermination  des  longitudes  dépend 
donc  essentiellement  de  la  précision  avec  laquelle  on  connaît  les  lois 
de  ce  mouvement. 

L'unportance  de  cette  belle  application  de  la  science  explique  suffi- 
samment les  efforts  qui  ont  été  faits  successivement  pour  perfectionner 
la  théorie  du  mouvement  de  la  lune.  Mais  la  question  est  d'une  telle 
difficulté,  que,  malgré  le  concours  des  plus  grands  géomètres,  on  n'a 
marché  que  très-lentement  vers  la  solution  qu'on  avait  en  vue.  Newton, 
dans  son  livre  des  Principes  mathématuiues  de  la  philosophie  naturelle, 
s'était  contenté  de  rattacher  le  mouvement  de  la  lune  à  sa  grande  loi  de 
la  gravitation  universelle,  en  montrant  par  quelques  exemples  que  les 
principales  inégalités  de  la  lune  indiquées  par  l'observation  sont  dues 
à  l'action  perturbatrice  du  soleil.  Bientôt,  et  à  peu  près  en  même  temps, 
Clairaut,  d'Alembert,  Euler  établissent  les  équations  différentielles 
du  mouvement  de  la  lune  sous  les  actions  combinées  de  la  terre  et  du 
soleil;  et  par  l'intégration  approximative  de  ces  équations,  non-seu- 
lement ils  confirment  les  idées  de  Newton  en  expliquant  toutes  les 
inégalités  découvertes  antérieurement  par  l'observation,  mais  encore 
ils  fournissent  une  connaissance  plus  exacte  du  mouvement  de  la  lune 
en  dévoilant  plusieurs  inégalités  que  lobservation  n'avait  pas  pu  ma- 
nifester. Plus  tard  Laplace  fait  faire  un  nouveau  pas  à  la  théorie  de 
la  lune,  en  poussant  plus  loin  les  approximations,  et  surtout  en  décou- 
vrant les  causes  de  certaines  inégalités  dont  les  astronomes  avaient  ré- 
cemment constaté  l'existence,  et  qu'il  semblait  difficile  d'expliquer  par 
1  attraction  newtonienne. 

Malgré  tous  ces  travaux  remarquables,  les  Tables  de  la  lune  n'a- 
vaient pu  encore  être  entièrement  déduites  de  la  théorie:  on  avait  dû 
déterminer  d'après  l'observation  la  plupart  des  coefficients  des  inéga- 
lités lunaires  dont  la  théorie  avait  démontré  l'existence.  C'est  ce  qui 
décida  FAcadémie  des  Sciences,  sur  la  demande  de  Laplace,  à  propo- 
ser,  comme  sujet  de  prix  à  décerner  en  1820,   la  formation,  par  la 
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seule  théorie,  de  Tables  lunaires  aussi  exactes  que  celles  qui  avaient 
été  construites  par  le  concours  de  la  théorie  et  des  observations.  Le 
prix  fut  partagé  entre  Damoiseau  d'une  part,  et  M}.L  Plana  et  Carlini 
d'une  autre  part.  Le  Mémoire  de  Damoiseau,  qui  a  été  inséré  dans  le 
tome  III  du  Recueil  des  Savants  étrangers,  était  accompagné  de  Ta- 
bles lunaires  qu'on  a  reconnues  au  moins  aussi  exactes  que  les  meil- 
leures de  celles  qui  avaient  été  employées  jusque-là.  Celui  de  MM.  Plana 
et  Carlini  n'a  pas  été  imprimé;  mais  il  a  servi  de  point  de  départ  à  un 
travail  bien  plus  étendu  publié  en  i832  par  M.  Plana  seul. 

A  partir  de  là,  les  recherches  sur  la  théorie  de  la  lune  entrèrent 
dans  une  phase  nouvelle.  Il  semblait  difficile  de  pousser  les  approxi- 
mations plus  loin  que  ne  l'avaient  fait  MM.  Damoiseau  et  Plana  dans 
le  calcul  des  inégalités  lunaires.  Mais  la  marche  qu'ils  avaient  suivie 
l'un  et  l'autre,  d'après  la  Mécanique  céleste  de  Laplace,  n'est  pas  celle 
qui,  en  dernière  analyse,  parait  la  plus  naturelle.  Cette  marche,  qui 
n'est  autre  que  celle  de  Clairaut,  consiste  à  exprime!-  tout  d'abord  le 
temps  ainsi  que  la  latitude  et  le  rayon  vecteur  de  la  lune  en  fonction 
de  sa  longitude  vraie  prise  pour  variable  indépendante;  puis  à  en  dé- 
duire l'expression  de  la  longitude  vraie,  de  la  latitude  et  du  rayon 
vecteur  en  fonction  du  temps.  Il  semble  beaucoup  plus  convenable  de 
faire  pour  la  lune  ce  qu'on  fait  pour  les  planètes,  c'est-à-dire  de  cher- 
cher directement  à  exprimer  les  trois  coordonnées  de  la  lune  en  fonc- 
tion du  temps.  C'est  ce  que  proposèrent  successivement  M.  Lubbock, 
en  i8'32.  Poisson  en  i833,  et  M.  Hansen  en  iS38.  Chacun  de  ces  trois 
géomètres  fit  connaître  une  méthode  particulière  destinée  à  attaquer 
auisi  directement  le  problème  du  mouvement  de  la  lune.  M.  Hansen 
est  le  seul  des  trois  qui  ait  fait  depuis  une  application  complète  de  sa 
méthode;  il  a  effectué  le  calcul  des  inégalités  lunaires,  en  poussant  les 
approximations  assez  loin  pour  être  certain  de  ne  négliger  que  des 
quantités  réellement  négligeables;  et  il  en  a  déduit  des  Tables  de  la 
lune  qui  ont  été  publiées  récemment  aux  frais  du  Gouvernement  d'An- 
gleterre. 

Tel  était  l'état  de  la  question,  lorsque,  en  1846,  j'essayai  d'apporter 
encore  quelque  amélioration  à  la  théorie  de  la  lune.  Le  changement 
capital  introduit  dans  cette  théorie  par  MM.  Lubbock,  Poisson  et 
Hansen,  porte  uniquement  sur  les  équations  différentielles  du  mou- 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  i-iZ 

vement  de  la  lune,  dans  lesquelles  ils  adoptent  pour  variable  indépen- 
dante le  temps  au  lieu  de  la  longitude  vraie  de  la  lune.  Mais,  une  fois 
les  équations  différentielles  obtenues,  ils  en  effectuent  l'intégration  de 
la  même  manière  que  leurs  devanciers;  c'est-à-dire  que,  dans  une 
première  approximation,  ils  détertninent  les  inégalités  qui  sont  du 
premier  ordre  par  rapport  à  la  force  perturbatrice  du  soleil,  dans  une 
deuxième  approximation  ils  cherchent  celles  qui  sont  du  second  ordre 
par  rapport  à  cette  force  perturbatrice,  et  ainsi  de  suite.  C'est  ce  mode 
d'intégration  que  je  cherchai  à  remplacer  par  un  autre  qui  permit 
de  pousser  les  approximations  plus  loin  qu'on  n'avait  pu  le  faire  jus- 
que-là. 

Si  l'on  réfléchit  à  la  manière  dont  s'effectue  l'intégration  des  équa- 
tions différentielles  par  approximations  successives,  on  reconnaît  sans 
peine  que  les  calculs  se  compliquent  de  plus  en  plus,  et  avec 
une  grande  rapidité,  à  mesure  que  l'on  arrive  à  une  approximation 
d'un  ordre  plus  élevé.  En  négligeant  d'abord  complètement  l'action 
perturbatrice  du  soleil,  on  trouve  sans  difficidté  que  la  lune  se  meut 
autour  de  la  terre  conformément  aux  lois  du  mouvement  elliptique. 
Les  valeurs  des  coordonnées  de  la  lune,  dans  ce  mouvement  ellip- 
tique, servent  à  effectuer  une  évaluation  approchée  des  termes  qui, 
dans  les  équations  différentielles,  représentent  l'action  perturbatrice 
précédenunent  négligée  :  dès  lors  on  est  en  mesure  de  faire  une  pre- 
mière approximation  du  calcul  des  inégalités  que  cette  action  déter- 
mine dans  le  mouvement  de  la  lune.  Pour  passer  à  une  seconde  ap- 
proximation, on  recommence  l'évaluation  des  termes  dus  à  l'action 
perturbatrice  du  soleil,  en  employant,  non  plus  simplement  les  valeurs 
elliptiques  des  coordonnées  de  la  lune,  mais  ces  valeurs  modifiées  par 
la  première  approximation.  De  même  les  nouvelles  valeurs  que  cette 
seconde  approximation  fournit  pour  les  coordonnées  de  la  lune  ser- 
vent à  calculer  les  termes  dus  à  l'action  perturbatrice  du  soleil  pins 
exactement  qu'on  n'avait  pu  le  faire  jusque-là,  d'où  résulte  une  troi- 
sième approximation  des  inégalités  de  la  lune;  et  ainsi  de  suite.  On 
comprend  aisément  par  là  comment,  à  chaque  nouvelle  approximation, 
les  inégalités  précédemment  obtenues  se  combinent  les  unes  avec  les 
autres  pour  produire  d'autres  inégalités;  et  comment  ces  combinaisons 
conduisent  bientôt  à  des  calculs  vraiment  inextricables,  ce  qui  em- 
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pèche  de  pousser  les  approximations  aussi  loin  qu'on  le  désirerait, 
sans  cesser  de  conserver  une  entière  sécurité  sur  l'exactitude  des  résul- 
tats obtenus. 

Cette  méthode  d'intégration  est  suffisante  pour  les  théories  du  so- 
leil et  des  planètes,  où  la  première  approximation  donne  presque  tout 
ce  que  l'on  cherche,  et  où  l'on  n'a  besoin  de  recourir  aux  approxima- 
tions suivantes  que  pour  un  petit  nombre  d'inégalités  spéciales;  mais 
il  n'en  est  pas  ainsi  dans  la  théorie  de  la  lune,  ou,  en  raison  de  la  gran- 
deur de  la  force  perturbatrice  dont  on  veut  calculer  les  effets,  il  est 
nécessaire  d'effectuer  complètement  au  moins  quatre  ou  cinq  des 
approximations  qui  viennent  d'être  indiquées,  et  où  l'on  doit  d'ailleurs 
■  aller  plus  loin  encore  pour  le  calcul  de  quelques-unes  des  inégalités  de 
la  lune.  Aussi  n'y  a-t-il  pas  lieu  d'être  surpris  de  ce  que,  malgré  tous 
les  soins  apportés  par  MM.  Plana  et  Hansen  dans  leurs  calcids,  les 
coefficients  qu'ils  ont  obtenus  pour  les  inégalités  de  la  lune  présentent 
des  différences  dont  l'ensemble  forme  un  total  de  plus  de  5o  secondes. 

Pour  vaincre  la  difficulté  que  présente  l'intégration  des  équations 
différentielles  du  mouvement  de  la  lune,  je  cherchai  à  l'attaquer  par 
petites  portions,  et  à  remplacer  ces  quelques  approximations  succes- 
sives qui  se  présentent  avec  un  caractère  de  si  grande  compMcation, 
par  un  nombre  beaucoup  plus  grand  d'opérations  distinctes  dont  cha- 
cune fût  au  contraire  très-simple  et  pût  être  effectuée  avec  toute  l'exac- 
titude désirable  sans  que  l'esprit  cessât  de  pouvoir  en  embrasser  très- 
facilement  l'ensemble.  Je  fus  assez  heureux  pour  réussir,  et  je  présentai 
à  l'Académie,  dans  hi  séance  du  16  novembre  1846,  la  méthode  que 
j'avais  imaginée  pour  atteindre  ce  but  [*].  Encouragé  par  le  Rapport 
favorable  dont  cette  méthode  fut  bientôt  l'objet  de  la  part  de  mon 
illustre  et  vénéré  maître  M.  Liouville  (séance  du  4  janvier  1847),  je 
me  mis  résolument  à  en  faire  l'application  au  calcul  complet  des  iné- 
galités lunaires,  avec  l'intention  de  pousser  les  approximations  plus 
loin  qu'on  ne  l'avait  fait  jusque-là.  Pendant  l'exécution  de  celte  entre- 
prise considérable,  j'ai  rencontré  des  entraves  de  plus  d'un  genre  qui 
en  ont  momentanément  retardé  l'achèvement;  mais  je  n'ai  pas  perdu 

[*]  Une  première  ébauche  de  cette  méthode  avait  iléjà  été  présentée  à  l'Académie 
dans  sa  séance  ûu  5  janvier  [précédent. 
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cour:ïge,  et  je  suis  Fieiireux  de  pouvoir  venir  annoncer  aujourd'hui  a 
l'Académie  que  mon  travail  est  terminé. 

Je  vais  rappeler  en  quelques  mots  en  quoi  consiste  la  méthode  que 
j'ai  suivie.  D'après  le  beau  Mémoire  de  Poisson  de  i833,  j'ai  pris  pour 
point  de  départ  les  équations  différentielles  fournies  par  la  théorie  de 
la  variation  des  constantes  arbitraires,  et  j'ai  adopté  un  système  d'élé- 
ments elliptiques  tel,  que  ces  équations  aient  la  forme  la  plus  simple 
dont  elles  soient  susceptibles.  L,2i Jonction  perturbatrice,  dont  les  déri- 
vées partielles,  relatives  aux  éléments  elliptiques,  fournissent  précisé- 
ment les  valeurs  des  dérivées  de  ces  mêmes  éléments  par  rapport  au 
temps,  peut  être  facilement  développée  en  une  série  de  termes  pério- 
diques. Si  l'on  n'y  prenait  garde,  l'introduction  de  cette  série  pério- 
dique dans  les  équations  différentielles  serait  accompagnée  d'un  grave 
inconvénient  :  le  temps  sortirait  des  signes  sinus  ou  cosinus,  ce  qui 
générait  considérablement  l'emploi  de  ces  équations  différentielles 
pour  la  détermination  des  inégalités  lunaires.  Je  fais  disparaître  cet 
inconvénient  par  un  moyen  très-simple,  qui  diffère  essentiellement  de 
ceux  employés  avant  moi  pour  atteindre  le  même  but,  et  qui  a  le  grand 
avantage  de  laisser  aux  équations  différentielles  la  forme  qu'elles 
avaient  d'abord.  II  résulte  de  là  que  le  temps  n'entre  plus  explicitement 
dans  la  fonction  perturbatrice  qu'autant  qu'il  y  est  introduit  par  les 
valeurs  des  coordonnées  du  soleil,  et  qu'en  outre  cette  fonction  ren- 
ferme un  terme  non  périodique  indépendant  de  l'action  perturbatrice 
de  cet  astre. 

Cela  étant  fait,  je  supprime  de  la  fonction  perturbatrice  la  totalité 
des  termes  périodiques  qu'elle  renferme,  à  l'exception  d'un  seul  que 
je  choisis  parmi  ceux  qui  ont  le  plus  d'influence  pour  produire  des 
inégalités.  En  introduisant  cette  fonction  ainsi  simplifiée  dans  les  équa- 
tions différentielles,  je  trouve  qu'elles  s'intègrent  complètement.  Alors 
je  profite  de  cette  intégration  pour  en  déduire  des  formules  destinées 
a  remplacer  les  six  variables  que  j'avais  par  six  autres  de  même  nature. 
Ces  formules  de  transformation  s'obtiennent  par  une  suite  de  déduc- 
tions analytiques,  dans  le  détail  desquelles  il  m'est  impossible  d'entrer. 
Lorsque,  par  leur  emploi,  les  nouvelles  variables  sont  substituées  aux 
anciennes  dans  la  fonction  perturbatrice  et  dans  les  expressions  des 
coordonnées  de  la  lune,  il  en  résulte  que  :  i'*  un  des  termes  importants 

Tome  III  (2«  série).  -  Juis  i858.  ^9 
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de  la  fonction  perturbatrice  disparaît.( c'est  le  terme  périodique  que 
l'on  avait  conservé  seul  tout  d'abord);  2°  diverses  inégalités  corres- 
pondant à  ce  terme  s'introduisent  dans  les  valeurs  des  trois  coordon- 
nées de  la  lune.  De  plus,  les  valeurs  des  six  nouvelles  variables  en 
fonction  du  temps  sont  déterminées  par  des  équations  différentielles 
exactement  de  même  forme  que  celles  qui  déterminaient  les  valeurs  des 
six  variables  auxquelles  elles  ont  été  substituées. 

Dès  lors,  l'intégration  des  équations  différentielles  étant  ramenée  au 
même  point  que  précédemment,  sauf  !a  disparition  d'un  terme  pério- 
dique dans  la  fonction  perturbatrice,  une  nouvelle  opération  analogue 
à  celle  qui  vient  d'être  effectuée  fait  de  même  disparaître  un  autre 
terme  de  cette  fonction;  un  troisième  terme  peut  également  lui  être 
enlevé  au  moyen  d'une  troisième  opération  analogue,  et  ainsi  de  suite. 
De  telle  sorte  qu  après  que  l'on  a  effectué  successivement  un  nombre 
convenable  d'opérations  de  ce  genre,  la  fonction  perturbatrice  peut 
être  débarrassée  de  ses  termes  les  plus  importants,  et  que  la  question 
peut  être  ainsi  rendue  assez  simple  pour  pouvoir  être  traitée  de  la  même 
manière  que  s'il  s'agissait  des  perturbations  d'une  planète  ou  du  soleil. 

Telle  est  la  méthode  que  j'ai  suivie  pour  faire  le  calcul  des  perturba- 
tions du  mouvement  de  la  lune.  Voici  maintenant  comment  j'en  ai  fait 
l'application.  Comme  ^l.  Plana,  j'ai  cherché  les  coefficients  des  inéga- 
lités sous  leur  forme  analytique,  en  les  développant  suivant  les  puis- 
sances croissantes  des  petites  quantités  dont  ils  dépendent.  Dans  ces 
développements,  on  considère  les  excentricités  des  orbites  de  la  lune  et 
du  soleil,  l'inclinaison  de  l'orbite  de  la  lune  sur  l'écliptique,  et  le  rap- 
port des  moyens  mouvements  du  soleil  et  de  la  lune,  comme  des  quan- 
tités du  premier  ordre  de  petitesse  ;  le  rapport  des  moyennes  distances  de 
la  lune  et  du  soleil  à  la  terre  est  une  quantité  du  second  ordre.  M.  Plana, 
par  des  calculs  immenses  qui  lui  ont  demandé  un  temps  considérable,  a 
déterminé  les  valeurs  des  coefficients  des  inégalités  lunaires  jusqu'aux 
termes  du  cinquième  ordre  inclusivement;  il  n'a  poussé  plus  loin  le 
développement  des  coefficients  que  pour  ceux  où  la  lenteur  de  la  con- 
vergence des  séries  lui  a  paru  nécessiter  la  considération  de  quantités 
d'un  ordre  supérieur  au  cinquième.  J'ai  voulu,  moi,  aller  jusqu'aux 
termes  du  septième  ordre,  sans  en  omettre  aucun,  sauf  à  pousser 
l'approximation  plus  loin  encore,  comme  M.  Plana,   partout  où  j'en 
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reconnaîtrais  la  nécessité.  Ceux  qui  ont  quelque  peu  d'habitude  des 
calculs  de  ce  genre  comprendront  combien  j'ai  agrandi  la  tâche  en 
ajoutant  deux  ordres  de  plus  à  ceux  que  M.  Plana  a  considérés. 

Pour  atteindre  ce  but,  j'ai  appliqué  la  méthode  indiquée  ci-dessus  de 
manière  à  faire  disparaître  successivement  de  la  fonction  perturbatrice 
les  divers  termes  périodiques  capables  d'introduire,  dans  les  valeurs 
des  éiéments  de  la  lune,  des  inégalités  d'un  ordre  inférieur  au  qua- 
trième. J'ai  dû  pour  cela  effectuer  cinquante-sept  opérations  desti- 
nées à  enlever  de  cette  foîiction  un  même  nombre  de  termes  pério- 
diques. Parmi  ces  cinquante-sept  opérations,  j'en  pourrais  citer  un  bon 
nombre  qui  m'ont  demandé  chacune  plusieurs  mois  d'un  travail  assidu. 
Après  les  avoir  terminées,  j'ai  pu  sans  peine  et  en  peu  de  temps  achever 
le  calcul  des  inégalités  lunaires,  en  déterminant  celles  que  pouvaient 
encore  produire  les  termes  de  la  fonction  perturbatrice  qui  ne  lui 
avaient  pas  été  enlevés. 

Dans  l'accomplissement  de  cette  tâche  énorme,  pour  laquelle  je  n'ai 
pu  me  faire  aider  par  personne,  je  n'ai  négligé  aucun  des  moyens  nom- 
breux de  vérification  que  la  théorie  m'avait  indiqués.  En  outre,  j'ai 
fait  tous  les  calculs  deux  fois,  sans  aucune  exception,  en  ayant  soin  de 
séparer  chaque  calcul  de  sa  répétition,  par  un  temps  aussi  long  que 
possible,  et  par  d'autres  calculs  tout  différents,  afin  de  rompre  les  habi- 
tudes de  l'esprit,  qui,  sans  cela,  feraient  fiicileraent  retomber  dans  une 
faute  commise  une  première  fois.  J'ai  fait,  en  un  mot,  tout  ce  qui 
dépendait  de  moi  pour  que  mon  travail  se  ressentît  le  moins  possible 
des  imperfections  qui  sont  inhérentes  aux  œuvres  de  l'homme.  Mon 
plus  vif  désir,  en  ce  moment,  c'est  que  l'Académie  ne  le  trouve  pas 
trop  indigne  de  la  grande  confiance  qu'elle  m'a  témoignée  en  m'en 
accordant  à  l'avance  la  récompense  la  plus  haute  à  laquelle  il  soit 
possible  d'aspirer. 

{Séance  du  24  mai  i858.) 

Dans  la  dernière  séance  j'ai  cherché  à  faire  comprendre  en  quoi  la 
méthode  que  j'ai  suivie  pour  faire  le  calcul  des  inégalités  lunaires  diffère 
de  celles  qui  ont  été  employées  avant  moi.  Je  me  propose  aujourd'hui 
d'entrer  dans  quelques  détails  sur  la  forme  que  j'ai  adoptée  pour  les 
coefficients  île  ces  inégalités. 

29.. 
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Les  valeurs  de  la  longitude,  de  la  latitude  et  de  la  parallaxe  de  la  lune 
étant  développées  en  séries  de  sinus  ou  de  cosinus  d'angles  qui  varient 
proportionnellement  au  temps,  il  est  aisé  de  reconnaître  que  les  coeffi- 
cients de  ces  sinus  ou  cosinus  dépendent  des  excentricités  des  orbites 
de  la  lune  et  du  soleil,  de  l'inclinaison  de  l'orbite  de  la  lune  sur  l'éclip- 
tique,  du  rapport  des  moyens  mouvements  des  deux  astres  et  du  rap- 
port de  leurs  moyennes  distances  à  la  terre.  Quand  on  détermine  ces 
coefficients,  on  peut  les  obtenir  sous  deux  formes  différentes,  suivant 
que  l'on  suppose  connues  à  priori  les  valeurs  numériques  des  diverses 
quantités  qui  viennent  d'être  énumérées,  ou  bien  qu'on  introduise  ces 
quantités  dans  le  calcul  en  les  représentant  par  leurs  symboles  algé- 
briques. Dans  le  premier  cas,  les  coefficients  des  inégalités  se  réduisent 
à  de  simples  nombres;  dans  le  second  cas,  ce  sont  des  fonctions  com- 
plexes des  petites  quantités  dont  ils  dépendent,  fonctions  que  l'on  ne 
peut  guère  considérer  que  sous  la  forme  de  développements  en  séries 
ordonnées  suivant  les  puissances  croissantes,  entières  et  positives,  de 
ces  petites  quantités. 

Ces  deux  formes  différentes  ont  été  adoptées  l'une  et  l'autre  par  les 
gavants  qui  ont  effectué  le  calcul  des  inégalités  de  la  lune.  Damoiseau 
a  pris  la  première,  et  M.  Plana,  au  contraire,  a  choisi  la  seconde.  Plus 
tard  enfin  M.  Hansen  a,  comme  Damoiseau,  déterminé  les  coefficients 
des  inégalités  lunaires  sous  leur  forme  numérique. 

M.  Hansen,  dans  son  ouvrage  de  [838,  intitulé  :  Fundamenta  nova 
investigatiofiis  orhitœ  verœ  quam  liuia  perlitstrat,  explique  les  motifs 
qui  l'ont  décidé  à  opérer  ainsi.  H  insiste  particulièrement  sur  les  graves 
inconvénients  que  présente  le  développement  des  coefficients  en  séries. 
Malgré  ces  critiques  de  la  forme  adoptée  par  M.  Plana,  critiques  que 
je  connaissais  parfaitement  lorsque  j'ai  commencé  mon  travail,  je  n'ai 
pas  hésité  un  seul  instant  à  suivre  l'exemple  du  savant  géomètre  de 
Turin,  et  à  chercher  les  expressions  des  inégalités  de  la  lune  sous  leur 
forme  analytique,  en  développant  leurs  coefficients  en  séries  ordon- 
nées suivant  les  puissances  croissantes  des  excentricités  de  la  liuic  et 
du  soleil,  de  l'inclinaison  de  l'orbite  de  la  lune  sur  l'écliptique,  et  des 
rapports  des  moyens  mouvements  des  deux  astres  ainsi  que  de  leurs 
moyennes  distances  à  la  terre. 

L'autorité  du  nom  de  M.  Hansen  dans  cette  matière,  l'importance 
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da  travail  qu'il  a  exécuté  sur  la  théorie  de  la  lune  et  d  où  sont  résultées 
des  Tables  lunaires  meilleures  que  toutes  les  précédentes,  enfin  les 
éloo^es  justement  mérités  dont  ce  travail  a  été  récemment  l'objet  de  la 
part  du    vénérable  doyen  de  notre  Académie,   tout  cela  me  fait  un 
devoir  d'expliquer  les  raisons  d'après  lesquelles  je  me  trouve  en  diver- 
gence d'opinion  avec  l'illustre  directeur  de  l'observatoire  de  Gotha. 
Si  les  diverses  quantités  qui  ont  été  indiquées  précédemment,  et  dont 
dépendent  les   coefficients  des  inégalités  de  la  lune,   pouvaient  être 
connues  exactement  à  priori,  on  peut  bien  penser  qu'il  vaudrait  mieux 
introduire  tout  de  suite  dans  les  calculs  les  valeurs  numériques  de  ces 
quantités  que  de  les  conserver  sous  forme  littérale  jusqu'à  la  fin  des 
calculs,   pour  ensuite  leur  attribuer  ces  mêmes  valeurs  numériques. 
Mais  il  n'en  est  pas  réellement  ainsi.  Les  éléments  elliptiques  du  mou- 
vement de  la  lune  ce  peuvent  être  déterminés  que  par  la  comparaison 
des  formules  qui  donnent  les  coordonnées  de  la  lune  avec  le^s  obser- 
vations; ces  éléments  auront  donc  telles  ou  telles  valeurs,   suivant 
qu'on  regardera  les  coordonnées  de  la  lune  comme  représentées  par 
telles  ou  telles  expressions.  Quand  on  fait  une  nouvelle  théorie  de  la 
lune,  c'est  avec  le  dessein  de  trouver  pour  ces  coordonnées  des  expres- 
sions plus  exactes  que  celles  qui  ont  été  antérieurement  déterminées, 
soit  qu'on  parvienne  à  la  connaissance  d'inégalités  inconnues  jusque- 
là,  soit  qu'on  corrige  seulement  les  valeurs  inexactes  des  coefficients 
de  quelques-unes  des  inégalités  connues;  sans  cela  les  recherches  dont 
on  s'occupe  seraient  sans  objet.  Dès  lors  on  ne  peut  pas  admettre  a 
priori  que  l'on  connaisse  exactement  les  valeurs  des  éléments  de  la 
lune,  puisque  ces  valeurs  dépendent  jusqu'à  un  certain  point  de  ce 
que  l'on  cherche.   Il  est  donc  beaucoup  jjIus  naturel  de  laisser  aux 
éléments  dont  dépendent  les  coefficients  des  inégalités  leur  forme  pu- 
rement littérale,  pour  ne  leur  attribuer  des  valeurs   luimériques  que 
lorsqu'on  aura  pu   déterminer  ces  valeurs  par  la  comparaison    des 
expressions  obtenues  pour  les  coordonnées  avec  les  observations.  Cette 
manière  d'agir  est  beaucoup  plus  satisfaisante  pour  l'esprit,  et  conduit 
évidemment  à  une  solution  plus  complète  de  la  question. 

Pour  opérer  comme  l'ont  fait  3DI.  Damoiseau  et  Hansen,  c  est-a-dire 
pour  employer  immédiatement  les  valeurs  numériques  des  éléments  de 
la  lune  dans  le  calcul  des  inégalités  de  son  mouvement,  il  faut  supposer 
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que  les  valeurs  qu'on  attribue  provisoirement  à  ces  éléments  ne  seront 
que  très-peu  modifiées  par  la  comparaison  ultérieure  des  coordonnées 
de  la  lune  avec  les  observations,  et  se  réserver  d'ailleurs  la  possibilité 
d'apporter  aux  coefficients  des  principales  inégalités  les  corrections 
que  pourraient  nécessiter  les  différences  entre  les  valeurs  définitives 
des  éléments  et  leurs  valeurs  provisoires  employées  dans  les  calculs. 
Ces  considérations  suffisent,  je  crois,  pour  qu'on  n'ait  pas  à  hésiter 
à  accorder  la  préférence  aux  développements  analytiques  sur  les  calculs 
numériques,  dans  la  détermination  des  coeificients  des  inégalités  de  la 
lune;  à  moins  toutefois  qu'indépendamment  de  ce  qui  vient  d'être 
dit.  on  n'ait  des  motifs  graves  pour  faire  le  contraire.  Ce  sont  des 
motifs  de  ce  genre  que  M.  Hansen  met  en  avant  dans  son  ouvrage,  et 
d'après  lesquels  il  adopte  la  recherche  des  inégalités  sous  forme  numé- 
rique. Ces  motifs  sont  de  deux  sortes  :  d'une  part,  M.  Hansen  consi- 
dère la  détermination  des  coefficients  des  inégalités  sous  la  forme  ana- 
lytique connue  presque  uiabordable  par  la  longueur  des  calculs  quelle 
entraînerait  pour  aller  jusqu'à  un  degré  d'approximation  suffisant; 
d'une  autre  part,  il  attaque  vivement  les  développements  en  séries 
comme  pouvant  souvent  induire  en  erreur  sur  le  degré  d'approxi- 
mation qu'ils  fournissent,  et  comme  ne  pouvant  jamais  donner  avec 
certitude  des  valeurs  suffisamment  exactes  pour  les  inégalités  que  Ion 

cherche. 

Il  est  bien  vrai  que  le  développement  des  inégalités  sous  forme 
analvtiqne  demande  plus  de  temps  que  leur  détermination  sous  forme 
numérique.  Mais  la  différence  ne  m'a  pas  paru  tellement  grande,  qu'il 
fallût  absolument  renoncer  au  premier  mode  de  calcul  pour  se  rabattre 
sur  le  second  mode,  et  je  n'ai  pas  pu  partager  l'opinion  de  M.  Hansen 
quand  il  défiait,  pour  ainsi  dire,  ]NOI.  Lubbock  et  Poisson,  qui  don- 
naient la  préféi  ence  aux  développements  analytiques,  de  faire  exécuter 
complètement  le  calcul  des  inégalités  lunaires  par  leurs  méthodes  res- 
pectives [*].  D'ailleurs  l'expérience  m'a  prouvé  que  je  ne  m'étais  pas 


j'*l  Ut  opéra  et  lahor,  «niem  liae  niethorli  il  s'iii;it  des  méthodes  de  M^I.  Lubbock  et 
Poisson)  requirant,  rrcte  indicari  possit,  nihil  est  qiiod  malim,  quam  ut  hi  geometrae 
intef^ram  perturbation  uni  liinœ  coniputationem  secundum  méthodes  propositas  confia 
curent.  \Fiindam.enta  nm-n,  etc.,  préface,  page  8.  ) 
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trompé  sous  ce  rapport.  J'ai  effectué  le  calcul  des  inégalités  sous  forme 
analytique,  en  poussant  les  approximations  au  moins  aussi  loin  que 
M.  Hansen  ;  et  le  temps  total  que  j'y  ai  réellement  consacré,  et  que  je 
puis  évaluer  à  environ  six  années,  ne  me  parait  pas  considérablement 
plus  long  que  celui  qu'il  a  dû  employer  lui-même  pour  obtenir  ses 
expressions  numériques  des  inégalités  de  la  lune. 

Le  second  reproche  adressé  par  M.  Hansen  au  développement  des 
coefficients  des  inégalités  sous  forme  de  séries  est  plus  grave  que  le 
premier;  et  si  ce  reproclie  avait  quelque  fondement,  on  serait  obligé 
d'admettre  que  le  calcul  direct  des  coefficients  sous  forme  numérique 
est  le  seul  dans  lequel  on  puisse  avoir  confiance.  Mais  heureusement  il 
n'en  est  rien.  M.  Hansen  dit  que  le  développement  des  coefficients 
des  inégalités  en  séries  de  termes  rangés  par  ordre  de  petitesse  d'après 
Je  nombre  des  facteurs  littéraux  qui  entrent  dans  chacun  d'eux  ne  peut 
qu'induire  en  erreur  [*];  et  qu'en  effectuant  ce  développement  avec 
le  plus  grand  soin  et  la  plus  grande  habileté,  on  n'est  jamais  certain 
d'avoir  pris  tous  les  termes  dont  la  valeur  n'est  pas  négligeable  [**].  H 
en  donne  comme  exemple  le  coefficient  trouvé  par  :\L  Plana  j  our 
l'inégalité  de  la  longitude  dont  l'argument  est  le  double  de  la  distance 
du  périgée  de  la  lune  à  son  nœud.  Ce  coefficient  est 
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e  désigne  l'excentricité  de  l'orbite  de  la  lune,  7  la  tangente  de  son 
inclinaison  sur  l'écliptique,  et  m  le  rapport  des  moyens  mouvements 
du  soleil  et  de  la  lune.  La  quantité  qui  multiplie  e^  7-  dans  ce  coeffi- 
cient est  une  fonction  de  m  que  M.  Plana  a  supposée  développée  en 
une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  m,  et  dont  û 
a  conservé  les  deux  premiers  termes  seulement.  Or,  malgré  la  petitesse 
de  m,  qui  est  à  peu  près  égal  à  -^,  le  second  de  ces  deux  termes  est 


[*]  Evolutio  enim  ul  dicitur  analytica  semper  dubia  et   fallax  est {Funclamenta 

nova,  etc.,  page  219-) 

r**i    in  evolutione  tali,  etiamsi  sumraacura  industriaque  inaxima  institiita  sit, 

terminosomnes,  qui  viin  habeant,  receptos  esse',  qiiis  pro  certo  affirmare  potest?  ^Fha 
damenta  nova,  etc  ,  préface,  page  9.) 
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plus  grand  que  le  premier.  Peut-on  raisonnablement,  d'après  cela. 
croire  que  la  série  dont  il  s'agit  soit  convergente  à  ce  point  de  pou- 
voir être  remplacée  par  ses  deux  premiers  termes,  avec  une  exactitude 
suffisante?  N'y  a-t-il  pas  lieu  de  craindre  au  contraire  que  cette  série 
soit  divergente,  ou  bien  au  moins  que  quelques-uns  des  termes  qui 
suivent  les  deux  premiers  ne  soient  aussi  considérables  que  chacun  de 
ceux-ci?  L'objection  est  spécieuse;  mais  il  ne  me  sera  pas  difficile  d'y 
répondre. 

Si,  en  calculant  numériquement  le  coefficient  de  l'inégalité  dont  il 
s'agit,  on  obtenait  ce  coefficient  tout  d'un  coup,  par  un  seul  calcul, 
on  pourrait  dire  qu'on  l'obtient  plus  exactement  que  M.  Plana  qui 
développe  ce  coefficient  en  série  et  ne  garde  que  les  deux  premiers 
termes  du  développement.  Mais  ce  n'est  pas  ainsi  que  les  choses  se 
passent.  On  est  obligé  de  s'y  reprendre  à  trois  fois  différentes  pour 
calculer  le  coefficient  dont  il  s'agit  au  même  degré  d'approximation 
que  M.  Plana.  Une  portion  de  ce  coefficient  se  trouve  déjà  dans  la 
valeur  elliptique  de  la  longitude  de  la  lune;  une  seconde  portion  est 
fournie  par  la  première  des  approximations  successives  qu'on  effectue, 
celle  qui  donne  les  inégalités  du  premier  ordre  par  rapport  à  la  force 
perturbatrice;  enfin  une  troisième  portion  du  même  coefficient  résulte 
delà  seconde  approximation,  celle  qui  donne  les  inégalités  du  second 
ordre  par  rapport  à  cette  force  [*].  Calculer  ce  même  coefficient  à  trois 
reprises  différentes,  pour  en  obtenir  une  valeur  de  plus  en  plus  appro- 


[*]  Partie  qui  se  trouve  dans  la  valeur  elliptique  de  la  longitude 

3 

de  la  lune 

i6 

Partie  qui  est  du  jireniier  ordre  par  rapport  à  la  force  pertur- 
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batrice +  -r- ^  ,„ 
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Partie  qui  est  du  second  ordre  par  rapport  à  cette  force -4-  5zz^  ni 
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Ces  trois  parties  reunies  donnent -H  5  H 0  '" 

8        128 

La  petite  quaniitr  — -  m  qu'il  faut  retrancher  de  là  i)our  avoir  le  coefficient  de 
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chée,  n'est-  ce  pas  exactement  la  même  chose  que  le  supposer  développé 
en  série,  et  déterminer  successivement  chacun  des  trois  premiers  termes 
de  la  série,  pour  prendre  la  somme  de  ces  trois  termes  au  lieu  de  la 
valeur  totale  de  la  série?  Or  il  arrive  que  ces  trois  premiers  termes 
comparés  entre  eux  indiquent  encore  moins  de  convergence,  s'il  es! 
possible,  pour  la  série  à  laquelle  ils  appartiennent,  que  les  deux 
termes  qui  entrent  dans  la  formule  de  M.  Plana.  La  critique  dirigée 
par  M.  Hansen  contre  la  forme  adoptée  par  M.  Plana  pour  ses  coeffi- 
cients retombe  donc  complètement  sur  la  manière  dont  lui-même  a 
effectué  le  calcul  des  inégalités  lunaires. 

Ce  peu  de  convergence,  ou  bien  même,  si  l'on  veut,  cette  diver- 
gence apparente  qui  se  présente  dans  le  développement  analytique  des 
coefficients  des  inégalités  lunaires,  tient  à  une  circonstance  particulière 
que  je  puis  facilement  indiquer  et  qui  doit  rendre  à  ce  genre  de  déve- 
loppement toute  la  faveur  que  les  critiques  de  M.  Hansen  tendraient  à 
lui  ôtcr.  Chacun  des  coefficients  dont  il  s'agit  est  la  somme  de  plusieurs 
parties  fournies  par  les  approximations  successives  auxquelles  on  est 
obligé  d'avoir  recours.  Chaque  partie  peut  être  développée  en  une  série 
suffisamment  convergente  pour  qu'on  n'ait  rien  à  craindre  en  la  rédui- 
sant à  quelques-uns  de  ses  premiers  termes;  mais  ces  diverses  séries, 
en  s' ajoutant  les  unes  aux  autres,  peuvent  donner  lieu  à  des  apparences 
de  divergence  telles  que  celle  que  M.  Hausen  a  signalée.  Il  peut  arri- 
ver, par  exemple,  que  deux  séries  que  l'on  ajoute  commencent  par  des 
termes  du  même  ordre  de  grandeur  j  que  les  premiers  termes  de  cha- 
cune d'elles  soient  presque  égaux  entre  eux  et  de  signes  différents,  et 
que  les  seconds  termes  au  contraire  soient  de  même  signe  :  le  premier 
terme  de  la  série  résultant  de  l'addition  des  deux  précédentes  pourra 
être  plus  ])etit  que  le  second,  quoique  celui-ci   soit  analytiquement 
d'un  ordre  de  petitesse  plus  élevé  que  le  premier.  Il  peut  arriver  en- 
core que  l'on  ajoute  deux  séries,  dont  l'une  ait  des  coefficients  luuné- 

M.  Plana,  est  d'un  ordre  supérieur  au  second,  par  rapport  à  la  force  perturbatrice. 
En  remplaçant  m  par  —  ,  on  trouve  que  ces  trois  parties  ont  respectivement  pour 

valeurs  : 

—  0,187,        +0,200,        +0,284. 

TorT.e  111  (a*  sérk-;.  —  JiiN  1858.  ^^ 
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riqiies  assez  petits,  tandis  que  l'autre  a  des  coefficients  beaucoup  plus 
grands;  si  le  premier  terme  de  la  deuxième  série  doit  par  son  ordre 
analytique  se  réduire  avec  le  second  terme  de  la  première  série,  il  s'en- 
suivra encore  que  le  second  terme  de  la  série  résultante  pourra  être 
plus  grand  que  son  premier  terme.  Ces  deux  circonstances  se  trouvent 
à  peu  près  réunies  dans  le  cas  du  coefficient  que  M.  Hansen  a  pris  pour 
exemple.  Si  ^I.  Plana  s'est  contenté  des  deux  premiers  termes  dans  le 
développement  de  ce  coefficient,  c'est  que  I)ien  certainement  il  a  jugé 
(ju'il  pouvait  s'en  tenir  là,  et  ne  pas  aller  pour  ce  coefficient  jusqu'aux 
termes  du  sixième  ou  du  septième  ordre  comme  il  l'a  fait  dans  d'au- 
tres cas. 

Le  défaut  de  convergence  dans  les  premiers  termes  des  coefficients 
de  quelques  inégalités  développés  en  séries,  qui  est  seulement  masqué 
et  qui  n'en  existe  pas  moins  dans  la  détermination  de  ces  coefficients 
sous  forme  numérique,  paraît  inévitable  et  doit  être  attribué  à  la  na- 
ture même  de  la  question.  Dans  l'exemple  pris  par  M.  Hansen,  cela 
tient  surtout  à  l'influence  d'un  terme  remarquable  de  la  fonction  per- 
turbatrice, terme  dont  l'argument  est  le  double  de  la  distance  du  soleil 
au  périgée  de  la  lune.  Ce  terme  est  précisément  celui  qui  fait  que  la 
première  approximation  n'avait  donné  à  Clairaut  que  la  moitié  du 
mouvement  du  périgée  lunaire.  C'est  encore  à  ce  terme  qu'est  due 
principalement  l'inégalité  connue  sous  le  nom  d'cvectioîi,  inégalité 
que  Newton  n'avait  pas  pu  expliquer  par  l'action  perturbatrice  du 
soleil,  quoiqu'elle- fût  la  plus  considérable  de  celles  qui  sont  dues  à 
cette  action. 

D'après  les  explications  dans  lesquelles  je  viens  d'entrer,  les  motifs 
mis  en  avant  par  M.  Hansen  pour  rejeter  la  détermination  des  coeffi- 
cients des  inégrdités  lunaires  sous  forme  de  développements  analytiques, 
me  paraissent  ne  devoir  pas  être  admis.  Loin  de  moi  la  pensée  d'avoir 
voulu  atténuer  en  quoi  que  ce  soit  le  mérite  du  travail  de  M.  Hansen  ; 
son  travail  est  excellent,  et  contribuera  puissamment  à  l'avancement 
delà  science.  On  peut  caractériser  la  marche  qu'il  a  suivie  en  disant 
que  c'est  celle  qui  paraît  exiger  le  moms  de  temps  possible  pour  pous- 
ser les  approximations  aussi  loin  que  le  demandent  les  besoins  de  l'as- 
tronomie. Mon  intention,  en  donnant  les  explications  qui  précèdent, 
a  été  uniquement  de  me  soustraire  à  l'avance  au  reproche  qu'on  pour- 
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rait  m'adresser  d'avoir  adopté    un   mode   de   développement    depuis 
longtemps  condamné  par  un  savant  ^ussi  compétent  que  M.  ïlansen. 

Un  mot  encore  sur  les  avantages  que  présentent  les  développements 
analytiques  des  inégalités  lunaires  sous  la  forme  que  j'ai  choisie  d'après 
M.  Plana,  Les  facteurs  numériques  qui  entrent  dans  les  divers  termes 
de  chacun  de  ces  développements  sont  tous  des  fractions  ordinaires 
dont  la  valeur  s' ohtient,  non  pas  avec  approximation,  mais  rigoureu- 
sement. Quelle  que  soit  la  méthode  que  l'on  emploie  pour  obtenir  les 
développements  dont  il  s'agit,  on  doit  trouver  une  identité  complète, 
absolue,  entre  les  diverses  déterminations  de  chacun  de  ces  facteur^ 
numériques.  On  comprend  tout  l'avantage  qui  en  résulte  pour  la  com- 
paraison des  valeurs  trouvées  par  diverses  personnes  pour  le  coefficient 
d'une  même  inégalité.  Les  différentes  valeurs  obtenues  pour  ce  coeffi- 
cient doivent  être  identiquement  les  mêmes,  terme  à  terme;  et,  s  il  y 
a  une  différence  pour  l'un  des  termes,  on  est  bien  plus  facilement  mis 
sur  la  voie  de   Terreur  qu'on  doit  rechercher  que  si  l'on  n'avait  pu 
comparer  que  les  valeurs   numériques  et  approchées   du   coefficient 
tout  entier. 

Lorsque  les  termes  des  ordres  les  moins  élevés  dans  les  développe- 
ments des  coefficients  des  inégalités  auront  été  ainsi  complètement 
fixés  dans  leurs  valeurs  rigoureuses,  comme  M.  Lubbock  l'a  déjà  fait 
pour  une  partie  des  termes  obtenus  par  M.  Plana,  on  pourra  s'appuyer 
sur  cette  base  parfaitement  stable,  pour  pousser  la  même  exactitude 
dans  les  termes  des  ordres  suivants,  jusqu'à  ce  qu'on  soit  certain  d'avon- 
les  valeurs  exactes  de  tous  ceux  qui  peuvent  avoir  une  influence  ap- 
préciable; et  s'il  ne  suffisait  pas  de  s'arrêter  aux  termes  du  septième 
ordre,  on  pourrait  chercher  les  termes  des  ordres  plus  élevés  en  appli- 
quant la  méthode  que  j'ai  suivie  pour  aller  jusqu  aux  termes  du  sep- 
tième ordre.  Les  opérations  successives  et  distinctes  que  j'ai  eu  à  exé- 
cuter pour  cela  sont  encore  très-loin  de  présenter  individuellement  un 
tel  degré  de  compHcation,  qu'on  ne  puisse  pas  les  refaire,  en  s'appuyant 
sur  ce  qui  est  déjà  fait,  de  manière  à  pousser  notablement  plus  loin 
les  développements  analytiques  des  inégalités  de  la  lune. 


3o. 
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NOUVELLE  MÉTHODE 

POUR 

DÉMONTRER    L'EXISTENCE  DU  SYSTÈME  CONJUGUÉ   RECTANGULAIRE 

DANS 

LES    SURFACES    DU    SECOND    ORDRE; 

Par  m.  E.  BRASSIÎVIVE  [*]. 


La  méthode  suivante,  qu'il  suffira  d'appliquer  à  l'ellipsoïde,  sup- 
pose la  solution  de  ce  problème  :  Trouver  les  conditions  auxquelles 
sont  assujettis  les  axes  d'une  ellipse,  pour  quelle  puisse  être  placée 
vur  un  ellipsoïde  donnée  dans  une  section  passant  par  son  centre. 

1.  Sans  autre  calcul  que  la  résolution  d'une  équation  du  second 
degré,  on  démontre  aisément  que  l'équation  générale  des  surfaces  du 
second  ordre  se  ramène  dans  un  système  de  coordonnées  obliques  aux 
deux  formes 

Pjt^  +  Vf-  +  P"z-  =  r,     P'j2  4-  V"z'  =  -iQx. 

On  prouve  d'ailleurs  immédiatement  par  un  procédé  dû  à  J,  Binet  que, 
pour  tous  ces  systèmes,  la  somme  des  carrés  des  demi-diamètres 
conjugués  est  constante,  ainsi  que  le  volume  du  parallélipipède  con- 
struit sur  leurs  longueurs;  on  peut  ajouter  que  la  somme  des  carrés 
des  aires  des  parallélogrammes  conjugués  restera  invariable.  Si  1  on 
considère,  par  exemple,  l'ellipsoïde 

X-  >•'  z- 

h"- i =1 

a'^         b'-         c'-  ' 


[*]  Cette  Note  complétera  un  article  inséré  il  y  a  déjà  longtemps  clans  le  Journal 
de  Mathématiques  ;  c'est  ce  qui  m'a  décidé  à  venir  parler  encore  d'une  question  assez 
élémentaire,  qui,  je  le  reconnais,  ne  peut  guère  avoir  aujourd'hui  de  l'intérêt  que 
pour  les  professeurs.  La  solution  que  je  donne  n'a  d'ailleurs  rien  de  commun  avec 
celle  de  Petit,  qui  est  entrée  depuis  longtemps  dans  les  ouvrages  didartitjues. 

(E.  Brassïnne.j 
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le  plan  zx  pourra  être  supposé  perpendiculaire  à  celui  des  xy ^  puis- 
qu'on peut  placer  à  volonté  dans  ce  dernier  plan  le  diamètre  a! .  Cela 
posé,  si  l'on  appelle  0,  ô',  5"  les  angles  xy^  xz,  yz,  et  si  pour  un  nou- 
veau système  conjugué,  qui  aurait  le  même  diamètre  c'  sur  des  z  et  les 
diamètres  «",  b"  sur  le  plan  xy,  on  désigne  par  X,  X',  X"  les  angles  ana- 
logues, on  aura 

a""  b""  sin^ 0  +  a'^  c'-  sin'  Q'  +  b'^  c""  sin-  B" 
=  a"^b"'' smn.  +  a"''c'^  sin^X'  +  b"^  c'^  sinv/'; 

car  si  l'on  tient  compte  des  relations 

cosO"  =  cosS  cosô',  cosX"  =  cos  (a  +  X)cos$', 

cosX'  =  cosacosô',      a'  b'siu  9  =  a" h"  sinl, 

dans  lesquelles  a  est  l'angle  du  demi-diamètre  a"  avec  a',  on  trouve 
aisément 

qui  n'est  qu'un  cas  particulier  de  ce  théorème  : 

La  somme  des  carrés  des  projections  des  diamètres  conjugués  d'une 
ellipse  sur  une  droite  donnée  est  constante. 

On  passe  ensuite  au  théorème  général  que  nous  avons  en  vue,  en 
plaçant,  comme  le  fait  J.  Binet,  la  diamètre  a"  sur  l'intersection  du 
plan  xy  avec  un  nouveau  plan  x' y'  relatif  à  un  second  système  con- 
jugué (Leroy,  Jnalyse  aux  trois  dimensions ,  ch.  XI). 

2.  Considérons  dans  un  système  rectangulaire  l'ellipsoïde 

Vx'  +  V'y-  +  P"z-=  I, 

que  nous  couperons  par  un  plan  passant  par  son  centre.  Si  5  est  l'in- 
clinaison de  ce  plan  sur  les  .rj",  9  l'angle  de  la  trace  sur  ce  plan  avec 
la  ligne  des  x,  l'équation  de  la  section  sera 

x''^  (Pcos-(p  +  P'sin^©) 
(,^  J   +/2(Pcos2esin=^(p  +  P'cos='0cos^(p4- P"sin^^) 

-^  2  x' y'  cos  Q .  cos  9  .  sin  «p  (P'  —  P  )  =  i , 
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a:' coïncide  avec  la  trace  du  plan  de  section,  et  y'  est  situé  perpendi- 
culairement dans  ce  plan. 

Comparons  cette  section  avec  une  ellipse  dont  les  demi-axes  seront 

—=.1  -=  et  dont  1  équation  en  système  rectangulaire  sera 
^/^^  ^/!s  ^  -  ^ 

^    ^      (        ^'=^(Mcos=^«  +  Nsin2w)4- /'(Msin2w  + Ncos-oj; 
[1)      < 

f   +  2x'j'  sinw  cosw  (N  —  M)  =  i . 

Si   M,  N  sont  donnés,  cette  équation  renfermera  une  quantité  non 
déterminée  w.  Posons 

u  =  M  cos^  oj  H-  N  sin'^  w, 

d'après  laquelle  u  aura  pour  limites  supérieure  et  inférieure  M  et  N  en 
supposant  M  >  N.  L'équation  (i)  prendra  la  forme 


(3)       uœ'^  H-  (M  +  N  -  m)  j'=^  -h  2.r'j'  s/{M  -  «)  (N  -  m)  =  i  ; 
cette  dernière  identifiée  à  l'équation  (i)  donnera 

(4)  ^p:^p.ipii;;^ (>  -  ?') (p  -")  +  («-  m) («  -  n) = o. 

Ces  ' relations  prouvent  que  l'ellipse  (2)  ne  peut  être  identifiée  à  la 
section  que  si 

M  -f-  N  <  P  4-  P',     u>V\     w  <  P 
en  supposant 

P  >  P'  >  P". 

On  peut  d'abord  satisfaire  à  ces  conditions  en  prenant 

N  >  P",     N  <  P',     M  >  F,     M  <  P. 

Dans  cette  hypothèse,  la  relation  (4)  (qui  se  réduit  au  premier  degré) 
a  sa  racine  comprise  entre  P'  et  M  puisqu'elle  change  de  signe  en 
posant 

w  =  P'     et     11  =  M; 
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par  suite  00  aura  une  valeur  réelle,  et  le  problème  sera  susceptible  de 
deux  solutions.  Si  l'on  supposait 

N  >  P',     M  <  P, 

la  valeur  unique  de  u  fournie  par  l'équation  (4)  ne  serait  pas  comprise 
entre  M  et  N,  puisque  la  substitution  de  ces  nombres  à  la  place  de  u 
donne  des  résultats  de  même  signe;  par  suite  oj  serait  imaginaire  et  le 
problème  impossible.  Ces  considérations  démontrent  aussi  que  dans 
le  cas  des  sections  circulaires  M  et  N  doivent  égaler  P'.  En  exprimant 
P,  P',  P"  au  moyen  des  axes  rectangulaires,  on  verra  que  l'ellipse 
pour  pouvoir  être  une  section  centrale  de  l'ellipsoïde  doit  avoir  son 
petit  axe  et  son  grand  axe  plus  petit  et  plus  grand  que  le  moyen  axe 
rectangulaire  de  l'ellipsoïde. 

5.  Supposons  l'équation  d'un  ellipsoïde  donnée  dans  un  svsteme 
conjugué  oblique  : 

jf-  r-         z' 

a'^-  ^   b''  ^  c" 

On  peut  admettre  que  a\  h'  forment  dans  le  plan  xy  un  système 
conjugué  rectangulaire.  Cela  supposé,  prenons  trois  quantités  «-',  b^ ^ 
c^  pour  inconnues  et  posons  les  trois  relations 

j  a-  -{- b^  -h  c^  =^  a""  -+-  b'-  -+-  c'-  =  L, 

(5)  a^'b^c^  =  a'- b'^  c'^  {i  -  cos- S'  -cos^6")  =  K. 
(  a'b^-ha-c-  -h  b^  c""  =  a'- b"" -h  a'^ c'- sïn^  0' -^  b'-c'- sm""  S"  =  G, 

On  pourra  regarder  rt^,  b-,  c^  comme  les  trois  racines  de 

(6)  t'  -Lf  -hGt-  K  =  o. 

Or  ces  racines  sont  réelles  et  positives.  Suppo.sons  en  effet 
a'  y-  b'  y-  c'     pour     ?  =r  o, 

la  relation  (6)  donnera  un  résultat  négatif  —  K  (yK  exprime  le  volume 
du  parai lélipipède  oblique  qui  a  pour  arêtes  a' ,  b\  c')\  pour  t  =  b'"^ . 
on  aura  un  résultat  positif;  pour  t  =  rt'^,  un  résultat  négatif  et  pour 
t  =  zo  un  résultat  positif.  Il  existe  donc  trois  valeurs  positives  <7,   b. 
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c  qui  salisfont  aux  relations  (5)  et  qui  sont  telles  que  a'^  à  ^  c  <i  c' . 

Si  nous  concevons  un  ellipsoïde  à  axes  rectangulaires  rt,  h^  c,  nous 
pourrons  faire  pai-  son  centre  une  section  qui  donne  par  son  intersec- 
tion avec  la  surface  une  ellipse  dont  les  axes  seront  «',  b' .  La  droite 
df\s  centre'^  de  toutes  les  sections  parallèles  donnera  le  diamètre  con- 
jugué de  a',  b.,  lequel,  d'après  la  première  relation  (5),  qui  existe 
pour  l'ellipsoïde  à  axes  rectangulaires,  sera  égal  à  c' .  Les  deux  der- 
nières relations  (5)  qui  ont  lieu  entre  les  axes  a,  h,  c  et  les  diamètres 
n\  h\  c'  montrent  que  les  angles  de  ces  diamètres  sont  nécessairement 
90",  b' ,  6" .  Le  système  conjugué  a\  b',  c'  de  l'ellipsoïde  oblique  est 
donc  aussi  un  svstème  conjugué  d'un  ellipsoïde  à  axes  rectangulaires 
a,  b,  c.  Il  résuite  de  là  que  ces  deux  ellipsoïdes  se  confondent.  Donc 
le  système  conjugué  oblique  quel  qu'il  soit  suppose  un  système  con- 
jugué rectangulaire,  ce  à  quoi  nous  parvenons  sans  employer  la  mé- 
thode de  Petit. 

Les  surfaces  privées  de  centre  ne  présentent  auciuie  difficulté. 
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SUR 

QUELQUES  FORMULES  GÉNÉRALES  QUI  PEUVENT  ÊTRE  UTILES 
DANS  LA  THEORIE  DES  NOMBRES  5 
Par  m   J.  LIOUVILLE 


QUATRIEME   ARTICLE. 


Considérons  à  présent  un  nombre  entier  quelconque,  pair  ou  impair. 
Un  tel  nombre  pourra  être  représenté  par 


1    iriy 


m  étant  un  entier  impair,  à  la  condition,  bien  entendu,  que  l'expo- 
sant a  puisse  être  réduit  à  zéro.  Décomposons  0.'^ m  en  deux  parties 
entières  positives,  que  nous  n'assujettirons  du  reste  à  aucune  condition, 
et  que  nous  pourrons  représenter  respectivement  par 


m 


en  admettant  cette  fois  encore  que  l'exposant  de  1  sera  réduit  à  zéro 
quand  il  s'agira  d'un  nombre  impair.  En  d'autres  termes,  posons 

2*  m  :=  1"  ni'-\-  -i"'  m", 

et  regardant  comme  donné  le  premier  membre,  où  le  facteur  m  est 
impair,  et  où  l'exposant  a  est  un  des  nombres  de  la  série  o,  i,  2,  3,..., 
disposons  des  exposants  a',  a"  et  des  facteurs  impairs  m',  m"  de  ma- 
nière à  avoir  successivement 

2*  m'=  I,     2"  m'=  2,      2"  m'=  3,...,   2'''  m'=  1^  ni  —  i , 

et,  en  même  temps,  terme  à  terme, 

2"  m"=:  1"  m  —  \,     2"^  m"=  2"  m  —  2,..,,   2"  m'  =:  i. 

Tome  m  (2*  série).  —  Juillet  i858.  3i 
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Désignons  par  r?  un  quelconque  des  diviseurs  de  w,  et  par  &  le  diviseur 
complémentaire  qui  donne 

ni  =  dâ. 
Soit  de  même 

m'=d'&',     m"=d"&% 

d'  étant  un  quelconque  des  diviseurs  de  m',  et  ^"  un  quelconque  des 
diviseurs  de  m".  Et  ces  préliminaires  admis,  considérons  la  somme 
triple 

s=i;|22[/(^'"'^'-^"''^")--/(^"''''+'^'''^")]|' 

où  les  deux  premières  sommations  concernent  les  diviseurs  d' ,  d"  qui 
se  rapportent  à  un  quelconque  des  groupes  ni! ,  m"  dont  nous  venons 
de  parler,  et  pour  lesquels  on  a  2"^ m  =  i"  m' -h  i"'  m'\  tandis  que  le 
îroisicme  ^  indique  qu'on  fait  le  total  des  sommes  partielles  relatives 
à  ces  groupes.  Quant  à  la  fonction  f  {^),  on  suppose  que 

f{-x)=J{.v) 

pour  toutes  les  valeurs  de  jr  qu'on  devra  employer;  du  reste,  cette 
fonction  y  est  à  volonté. 

La  somme  complète  S  s'exprimera  très-simplement  au  moyen  des 
diviseurs  d  de  m.  Je  trouve,  en  effet,  que 

S  =  2(<f_."-^)[/(.V)-/(o)], 

le  signe  ^  portant  sur  les  diviseurs  d,  dont  chacun  est  accompagné 

du  diviseur  â  complémentaire. 
Ainsi  on  a  la  formule 

(G)      j  '  ' 

sur  laquelle  nous  allons  nous  arrêter  quelques  instants. 
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Supposons  d'abord  que  Ton  ait  a  =  o,  de  sorte  que  1''  m  se  réduise 
•M\  nombre  impair  m.  Il  est  clair  que  pour  que  l'on  ait 


m  =  ■2"'  ni'-{-  i"'  in\ 


il  faudra  qu'un  des  exposants  a',  a"  soit  zéro,  et  comme  on  peut 
échanger  entre  eux  les  deux  termes  du  second  membre,  on  aura  le  droit 
de  supposer  que  c'est  toujours  le  premier  de  ces  exposants  qui  est  nui, 
pourvu  qu'on  double  le  premier  membre  de  la  formule  (G).  Ainsi, 
désormais  on  fera 

m  =  m' H-  2"^  m", 
et  la  formule  (G)  se  changera  en  celle-ci  : 

=  ^{^'-à)[J\d)-J{o)]. 

Mais  le  second  membre  peut  être  simplifié,  car  on  peut  le  regarder 
comme  composé  de  deux  parties,  savoir  : 

et 

/(o)2(c?-^); 

or  cette  dernière  est  nulle,  car  on  a  évidemment 
Nous  sommes  donc  conduits  à  cette  formule  définitive 

qui  n'est  autre  que  la  formule  (F)  de  notre  troisième  article. 

Maintenant  prenons  a  >  o  et  appliquons  la  formule  (G)  à  quelques 
exemples. 

3i.. 
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Soit,  en  premkr  iieii, 

fi  oc)  =  OC^'j. 
il  nous  viendra 

Désignons,  à  notre  ordinaire,  par  Ç^^  [m]  la  somme  des  puissances  de 
degré  [j.  des  diviseurs  de  m.  Nous  aurons 

en  sorte  que  le  premier  membre  de  l'équation  précédente  s'écrira  : 

Quant  au  second  membre,  il  est  aisé  de  le  mettre  sous  la  forme 

2  <^z[m}  —  2  mÇ^  [m). 

Ainsi,  on  a 

Soit,  en  second  lieu, 

f[œ)=.x\ 
Nous  obtiendrons 

Soit,  enfin, 

f{x)  =  COSJC^, 

t  étant  une  constante  arbitraire;  il  nous  viendra 

Il  est  assez  curieux  de  rapprocher  ces  résultats,  et  en  général  tous 
les  résultats  que  donne  la  formule  (G)  en  y  prenant  a>  o,  des  résul- 
tats analogues  que  nous  avons  obtenus  dans  notre  second  article  en 
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considérant  un  nombre  pair  i'^  m^  mais  en  le  décomposant  alors  eu 
une  somme  m'-^  m"  de  deux  entiers  impairs,  tandis  qu'ici  nous  posons 

ajoutant  ainsi  les  décompositions  en  deux  nombres  pairs  (zéro  exclu' 
aux  décompositions  en  deux  nombres  impairs,  qui  d'abord  avaient  été 
seules  admises. 

Nous  allons  maintenant  donner  une  autre  formule  applicable  aussi 
à  un  nombre  quelconque,  décomposé  comme  ci-dessus  en  deux  par- 
ties entières  positives  ;  mais  dans  cette  nouvelle  formule,  essentielle- 
ment différente  de  la  formule  (G),  nous  ne  ferons  aucune  attention 
aux  facteurs  exprimés  par  des  puissances  de  i  qui  tout  à  l'heure  étaient 
mis  en  évidence.  Ainsi  nous  désignerons  par  m  un  nombre  entier 
donné  quelconque,  pair  ou  impair,  mais  >  i,  et  par  m\  ni'  deux  en- 
tiers positifs  dont  la  somme  fasse  m.  Nous  aurons  ainsi 

m  z=z  m'  -h  7/2", 

m'  prenant  successivement  les  valeurs 

1 ,    2 ,   3 ,  . . . ,    m  —  2 ,   m  —  r , 

tandis  que  m"  prend  les  valeurs  complémentaires 
m  —  I ,  m  —  2  ...,   2 ,    I . 

Soit  d'ailleurs  d  un  diviseur  quelconque  de  m,  et  â  le  diviseur  com- 
plémentaire qui  donne 

et  faisons  de  même 

m'  =  d'  ù\     m"  =  d"  à". 

Cela  posé,  je  considère  la  somme  triple 

où  les  deux  premières  sommations  portent  sur  les  diviseurs  d',  d'  de 
deux  quelconques  des  nombres  entiers  positifs  m',  m"  qui  forment  un 
groupe   vérifiant  la  condition    ni  =  m' -h  m"  indiquée   plus  haut.   Le 
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troisième  ^  "ous  apprend  qu'on  doit  faire  le  total  de  ces  sommes 
partielles  pour  tous  les  groupes.  La  fonction  /(^)  est  arbitraire,  mais 
telle,  pourtant,  que 

Il  s'agit  d'exprimer,  au  mo3^en  des  seuls  diviseurs  d  du  nombre  m, 
la  somme  complète  S  obtenue  comme  nous  venons  de  l'expliquer. 
Or,  je  trouve  pour  S  une  valeur  que  j'écris  de  cette  manière  : 

S  =  [Ç,  (/7/)  -  Ç(m)]/(o)  -  ^f[d)[2^[ù)  -^d-iâ-i] 

-^2'[/(^)  +  /(3)  +  /(4)--+/(^^-01; 

mais  il  faut  expliquer  le  sens  précis  des  notations  que  j'introduis  dans 
cette  circonstance. 

Dans  le  premier  terme 

[Ç,(m)-Ç(m)]/(o), 

on  ne  trouve  que  nos  signes  habituels  :  Ç,  [m)  est  la  somme  des  divi- 
seurs de  m,  Ç  [m)  le  nombre  de  ces  diviseurs. 

De  même,  au  second  terme,  Ç  (c?)  est  le  nombre  des  diviseurs  de  â, 
et  la  somme 

est  relative  à  tous  les  groupes  d,  â  de  diviseurs  conjugués  du  nombre 

m  =  (lO . 

Mais  dans  le  troisième  terme  le  signe  V   est  marqué  d'un  accent 

qui  en  modifie  la  signification.  Cet  accent  indique  pour  nous  que  dans 
la  somme 

/(^)  +  /(3)-H/(4)-+-...+/(^-.), 

prise  pour  chaque  diviseur  r/,  on  doit  omettre  les  termes  où  le  nombre 
placé  sous  le  signe  f  serait  un  diviseur  de  d.  Ainsi  celte  somme  est 
nulle  pour  ^  =  i  et  pour  (1  =  2,  puisque  l'on  n'a  alors  aucun  terme 
à  prendre.   Pour  ^=3  elle  est  égale  à  f{'2);  pour  d—^  a  y (3), 
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puisque  2  divise  4;  pour  dr=  5  k  f  [1)  -^  f  [^)  +  /  (4);  pour  r/ =  6 
elle  se  réduit  à  f  [^)-^  f  [^)i  parce  que  2  et  3  divisant  6  on  doit 
omettre  f  {2)  et  /*  (3);  et  ainsi  de  suite. 

Ceci  bien  compris,  nous  avons  donc  l'équation  singulière 

(H)        j  =[^,{,n)-■Ç{m)]f(o^-'^fUl)[2^{â)  +  d- 20^-1] 

On  pourrait,  et  cette  remarque  s'applique  aussi  aux  formules  qui  pré- 
cèdent, on  pourrait,  dis-je,  en  restant  dans  les  mêmes  conditions  pour 
m,  m'  et  m",  donner  une  formule  plus  générale;  mais  la  formule  t  H 
est  déjà  assez  curieuse.  Nos  premiers  articles  suffiront  pour  faire  devi- 
ner au  lecteur  intelligent  que  l'on  peut  y  introduire  une  fonction  ar- 
bitraire de  deux  variables.  Nous  opérerons  plus  tard  cette  extension. 
Tenons-nous-en,  pour  le  moment,  à  la  formule  (H),  et  faisons-en 
l'application  à  des  exemples  simples. 

Admettons  que  m  soit  un  nombre  premier.  Alors  d  et  â  n  auront 
que  ces  deux  valeurs  conjuguées  d  =^  ]  ^  â  =z  m  et  d  :=  ni .  â  =  1 .  Oii 
aura 

Ç,  {m)  =  w  +  I,      ^(m;  =  a; 
la  somme 

se  réduira  d'ailleurs  à 

/(2)  +  /(3)+/(4)H-...-h/^m-.}. 
La  form.ule  (H)  nous  donnera  donc  pour  ce  cas  : 

=  (m  —  i)f/(o)  —f(m]]  -h  {2m  —  4)/^«) 


248  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

Particularisons  en  outre  la  fonction  f  et  prenons 

il  nous  viendra,  en  changeant  les  signes, 

=  (m  —  Om^'  —  2/72+  4  -+-  2[22  -f-  3="  +  4^"  -+-.  .  .-f-(m  —  i)^]. 
On  a 

\o         m[m  —  0(2/72  —  i) 

2»  -f-  3»  -4-  4'  +  •••-+-  C^  -  i)  =  — ^ ■  -  »  - 

en  sorte  que  le  second  membre  est  égal  à 

'\Tn} l)  (5/72 6) 

3 
Quant  au  premier  membre,  il  peut  s'écrire 

m',  m"  étant  les  roupies  de  nombres  entiers  positifs  dont  le  nombre 
premier  m  est  la  somme.  J'en  conclus  que 

X?  y    /      i\  >■    I      "\         {m^  —  ï)  {5ni  —  6) 

Z^i  (m')  Ç,  (m  )  =  ^ '-^ '-. 

Par  exemple,  le  nombre  premier  5  est  susceptible  des  quatre  dé- 
compositions 

I -f- 4,     2-4-3,     3 -h  2,    4+I7 

de  façon  que  pour  lui 

et  l'on  peut  s'assurer  qu'en  effet 

(5'-i)(5.5-6)^gg 
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Observons,  en  passant,  que  l'équation 


2?i  {ffi')^t{.fn")  = 


f  r,,^ 


-i)(5m-6) 


est  une  de  celles  qui,  appliquées  à  un  nombre  premier  16  k -h  7,  peu- 
vent servir  à  démontrer  un  théorème  de  M.  Bouniakowsky  dont  nous 
avons  parlé  plusieurs  fois  déjà,  à  savoir  que  tout  nombre  premier  m 
de  l'espèce  indiquée  peut  se  décomposer  (un  nombre  impair  de  fois.) 
sous  la  forme 

p  étant  un  nombre  premier  8]U,  +  5,  qui  ne  divise  pas  j'. 
En  effet,  si  dans  la  somme 

i 

on  groupe  entre  eux  les  termes  à  égale  distance  des  extrêmes,  on  aura 

Ç,  (OC,  {>n  -  .)  4-  Ç.  (2)  Ç.  {m  -  2)  +...+  C.  ('-^)  -,  (^) 

_(m'  —  i]{5m  —  6} 
-  24  ■ 

Il  est  aisé  de  voir  que  m  étant  de  la  forme  i6k  -h  7,  le  second  membre 
de  1  équation  que  je  viens  d'écrire  est  de  la  forme  4-^  -+-  2.  Cela  posé, 
appliquons  au  premier  membre  le  lemme  concernant  la  fonction  ^, 
sur  lequel  M.  Bouniakowsky  s'appuie,  et  dont  nous  avons  rappelé  l'é- 
noncé et  la  démonstration  à  la  page  84  du  présent  volume.  Nous  en 
conclurons  d'abord  que  les  termes  qui  composent  ce  premier  membre 
sont  tous  pairs,  car  si  quelque  produit 

était  impair,  chacun  des  nombres  correspondants  m',  m"  (dont  ni  est 
la  sonune)  devrait  être  un  carré  ou  le  double  d'un  carré,  et  cela  est 
évidemment  impossible,  m  étant  de  la  forme  16 k  -h  7.  D'un  autre 
coté,  ces  produits 

Tome  ni  (a'^série'. —  Juillet  i858.  ^2 
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ne  peuvent  pas  erre  tous  divisibles  par  4>  puisque  le  second  membre 
4^  H-  0.  n'est  pas  divisible  par  4-  H  y  a  donc,  dans  la  suite 

au  moins  un  nombre  simplement  pair,  et  si  Ton  en  rencontre  plusieurs 
de  cette  espèce,  ce  sera  un  nombre  impair  de  fois.  De  là,  par  un  nou- 
vel emploi  du  lemme,  on  conclut  que  m  est  une  fois,  ou  un  nombre 
impair  de  fois,  de  l'une  des  deux  formes 

p  désignant  un  nombre  premier  4À  4-  i  qui  ne  divise  pas  r.  Or,  si  nous 
ajoutons  que  la  seconde  de  ces  deux  formes  ne  peut  jamais  fournir  le 
nombre  i6A  H-  y,  et  que  la  première  ne  peut  le  produire  qu'en  pre- 
nant /.  =  2p,+  I,  cest-à-dire/)  =  8|un-  5,  ainsi  qu'on  s'en  assurera  en 
cherchant  l'expression  des  restes  pour  le  module  8,  il  ne  restera  plus 
que  la  forme  citée  dans  l'énoncé  du  théorème  de  M.  Bouniakowsky  : 
ce  théorème  est  donc  démontré. 
La  formule 

=  {m  -  I)  [/(o)  -  f{m)]  +  (2m  -  4)/(i) 
-^[/(^)+/(3)+/(4)+    ..  +  /(m-,)] 
donne  encore  un  lésultat  assez  intéressant  quand  on  y  pose 

/{jc)  =  cosxt^ 

t  étant  une  constante  arbitraire.  Mais  nous  ne  voulons  pas  pousser  ici 
plus  loin  ces  détails. 
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SOLUTION 

d'un 

PROBLÈME    SUR   LES    ONDES   PERMANENTES; 

Par  m.  a.  POPOFF, 

Professeur  à  l'Université  de  Kazan. 


I. 

Problème.  Supposons  qu'un  courant  invariable  de  liquide  homogène 
dont  la  largeur  et  la  profondeur  sont  indéterminées  ou  comme  infi- 
nies, supporte  à  sa  surface  une  pression  appliquée  à  une  bande  trans- 
versale de  cette  surface  et  propre  à  produire  un  sillon  uniforme  à  tra- 
vers tout  le  courant  :  proposons-nous  de  déterminer  la  forme  et  les 
dimensions  des  ondes  permanentes  qui  paraîtront  à  la  surface  de  ce 
courant.  Le  liquide  sera  supposé  incompressible  et  assujetti  à  la  seule 
action  de  la  pesanteur. 

Solution.  Il  est  évident  que  le  mouvement  du  liquide  sera  identique 
dans  tous  les  plans  verticaux  et  parallèles  à  la  direction  générale  du 
courant;  par  conséquent  on  peut  se  borner  à  considérer  un  filet  du 
courant  dans  une  section  verticale,  que  l'on  prendra  pour  plan  des 
coordonnées.  A  proprement  parler  ce  sera  une  couche  de  liquide  com- 
prise entre  deux  plans  parallèles  et  infiniment  rapprochés. 

Soient  x,  j  les  deux  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  dans  ce 
plan,  où  une  molécule  quelconque  du  liquide  sera  amenée  par  le  mou- 
vement au  bout  du  temps  i  ;  p  la  pression  qui  a  lieu  au  même  point; 
A'  -f-  (p  et  t»  les  vitesses  de  la  molécule  suivant  les  axes  des  coordonnées 
r,  y  {k  étant  la  vitesse  du  courant);  g  l'intensité  de  la  pesanteur  qui 
est  supposée  agir  dans  le  sens  des  j  positives;  soit  enfin  p  la  densité 
constante  du  fluide.  En  supposant  que  la  masse  du  liquide  reste  con- 
tinue pendant  le  mouvement,  nous  aurons 

(■)  i:  +  lfy=°- 

Les  deux  équations  du  mouvement  d'un  élément  dxdr  se  réduisent  à 

32.. 
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une  seule 

en  désignant  par  C  une  constante  arbitraire. 

Supposons  de  plus  que  les  quantités  ©  et  v  ne  dépassent  jamais  des 
valeurs  très-petites.  Il  nous  semble  que  cette  hypothèse  n'est  qu'une 
conséquence  naturelle  de  l'équation  de  continuité  à  la  surface  des 
ondes;  mais  comme  cette  notion  demanderait  quelques  développe- 
ments, îious  la  présentons  comme  une  hypothèse.  En  négligeant  donc 
les  produits  et  les  puissances  supérieures  à  la  première  par  rapport  à 
ces  quantités,  on  réduit  l'équation  précédente  à  celle-ci 

érPJ-F  =  iP(^'+  2A(p)  +  C, 

et  quand  cette  équation  se  rapporte  à  la  surface  des  ondes,  on  doit  faire 
y  =  o  dans  les  fonctions  cp  et  f . 

Si  l'on  différentie  l'équation  précédente  par  rapport  à  t  et  aux  autres 
quantités  qui  varient  avec  t,  en  ayant  égard  aux  conditions  de  notre 
approximation,  on  aura  pour  la  surface  des  ondes 

où  la  valeur  de  p  est  donnée  par  l'équation 

et  la  fonction  arbitraire^  (x)  n'est  différente  de  zéro  que  de  a?  >  —  / 
à  jc  <  /,  la  constante  H  représentant  la  pression  extérieure  sur  tout  le 
reste  de  la  surface  libre.  Pour  des  valeurs  de  x  très-grandes  par  rap- 
port à  /,  on  aura 

f)  =  H,      J  =  o,      (p=o,      v  =  G, 
et  par  conséquent 

~pP+  H+  C  =  o, 

ce  qui  réduit  l'équation  de  la  partie  de  la  surface  assujettie  à  la  près- 
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sion  constante  H  à  la  suivante  : 

(3)  gj'  =  k(p, 

en  supposant  toujours  dans  le  second  membre  de  cette  équation  x  >  l 
ou  X  <:  —  l,jr=o.  Il  est  presque  superflu  d'ajouter  que  les  fonctions 
o  et  p  s'évanouissent  pour  des  valeurs  très-grandes  de  j,  quelle  que  soit 
la  valeur  de  x. 

On  satisfait  aux  équations  (i),  (2)  et  aux  autres  conditions  du  pro- 
blème en  posant 

ir\  ^  dn  dCï 

'  dx  dy 

^^  =  ^  ///(«) ^~'^" Si" /^.  (^  -  «)^.' 

et  observant  que  la  fonctiony(^)  peut  être  représentée  par  l'intégrale 
définie 

/(■^J  =  ^/j7(a)  cos  ij.  [x  -  a)  dij.da, 

où  l'intégration  s'étend  de  /;,  =  o  à  ,y.  =  ce  ,  et  depuis  u.=  -  i jusqu'à 
a  —  /;'la  lettre  it  désignant,  à  l'ordinaire,  le  rapport  de  la  circonfé- 
rence au  diamètre. 

II. 

Pour  la  surface  libre  des  ondes,  où  l'on  devra  faire  j-  =  o,  l'inté^ale 
Çl  se  prête  aux  réductions  nécessaires  pour  l'application  au  phénomène 
physique.  Prenons  pour  cela  l'équation  identique 


Jl  — >j.r     ■  du. 

I      e    '     s]naij. — ~ 
O  '  f 


a  etj  étant  des  constantes.  En  supposant  j=o  dans  le  second  membre 
de  l'équation,  il  deviendra 
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ou,  ce  qui  revient  au  même, 


J'»  t»  ds  r^      .  ds 

%\uas — h    /       sinrt(^  —  [)— ? 

et  définitivement 

Jf*  ^  sin  au  du 
; 

La  valeur  de  cette  dernière  intégrale  s'exprime  sous  des  formes  très- 
différentes  selon  la  valeur  numérique  de  a.  Pour  des  valeurs  très- 
grandes  de  a,  et  par  l'intégration  par  parties  on  aura 


i 


un  au  du        i         2         2.3.4        2. 3. 4 -S.  6 


H-  M  a  a'  a"  a' 

En  s'arrêtant  aux  deux  premiers  termes  de  cette  série,  on  trouve 

/»«=     .  du.  12 

1       sm  au. — ^=— 7:cosrtH p 

J  "  I  —  a  a         a^ 

et  si  l'on  substitue-^ à  la  place  de  p.,  et  qu'on  suppose  ^  — ^  "^^  "  ^  *^ 
en  résultera 


COS  5-^ — r:: 1 -, ; r, Tj-*" 

S  .r  —  a)       .2'^  (X  —  a)' 


Le  dernier  terme  de  cette  équation  peut  être  aussi  négligé,  attendu  que 
les  valeurs  de  k  ne  doivent  pas  dépasser  les  limites  assignées  à  cette 
constante,  dans  le  cas  de  notre  problème,  par  la  condition  de  con- 
tinuité à  la  surface  du  liquide.  En  mettant  cette  valeur  dans  l'expres- 
sion de  la  fonction  ù,  pour  j  =  o,  on  aura 

et  l'équation  (3)  pour  la  surface  des  ondes  deviendra 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  2.55 

Puisque  la  fonctiony  (x)  est  supposée  positive  pour  toutes  les  valeurs 
de  la  variable  x,  on  peut  admettre 

Cfi^a!)  cos  1?  da  =  cos  6   ff{a)  da, 

ff{(x.)  sin  ^da  =  smO  jj  (  a)  da, 

6  étant  une  constante  dont  la  valeur  se  déterminera  d'après  la  valeur 
donnée  de/ [a).  En  même  temps  on  peut  faire  par  approximation  pour 
des  valeurs  de  jc  qui  surpassent  beaucoup  celle  de  l, 

et  si  Ion  prend  l'origine  des  coordonnées  de  manière  à  avoir 

/(a)  ado.  =  G, 


/^ 


on  trouvera 


(5)  /  =  [p-(f-5)-,-^]//M«)- 

Enfin  si  l'on  veut  déterminer  les  sommets  des  ondes,  on  égalera  à  zéro 
la  différentielle  de  j",  prise  par  rapport  à  x,  ce  qui  donnera 

(6)  ^«^(f-^) 


2X« 


L'équation  (5)  montre  que  pour  des  valeurs  très-grandes  de  x  la 
fonction  jr  devient  périodique  :  elle  reprend  la  même  valeur  quand  on 
attribue  à  la  variable  x  un  accroissement  A  qui  est  déterminé  par  lé- 
quation 

On  voit  donc  que  la  ligne  A  représente  la  largeur  d'une  onde.  Avec 
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Ja  même  approximation,  on  tire  de  l'équation  (6) 

/  étant  un  nombre  entier  quelconque,  pourvu  qu'il  soit  très-grand  ;  le 
signe  plus  se  rapporte  à  des  ondes  qui  se  trouvent  au-devant  de  la 
bande  soumise  à  la  pression  /(  Jr),  et  le  signe  moins  à  celles  qui  sont 
en  arrière  d'elle.  L'intervalle  A  compris  entre  deux  sommets  consécu- 
tifs, savoir  la  largeur  d'une  onde,  sera  déterminée  par  l'équation 

gA=r  2  7T.A^ 

En  supposant  encore 

on  aura  d'après  l'équation  (6),  et  pour  une  seconde  approximationj 


La  valeur  de  Q  se  déterminera  pour  toute  fonction  dannéey!  Soit  pris, 
par  exemple, 

l  ei  h  étant  des  constantes.  Nous  aurons 

{P  —  a^)  ac/a  =  o, 

/'*"'  o-a  /  P\  3   /  o/  o/  o-/\ 


d'où  l'on  tire 


tansj  Q  =  — :• 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  ^5^ 

ou  pins  simplement 

tang5  =  tang(^|(+/z), 

en  faisant 

^" 
tans:  n  =  — • 

Il  esta  peine  nécessaire  d'observer  que  dans  les  applications  on  devra 
supposer  k^  <  gl. 


Tome  iri  (2«  série).  —  JlillêI  iSSS.  33 
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EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  ADRESSÉE  A  M.   LIOL VILLE; 
Par  ai.  H.  SCHRÔTER. 


Breslau  ,  lo  mai  i858. 

La  théorie  des  équations  modulaires  étant  devenue  l'objet  de  plu- 
sieurs communications  à  votre  illustre  Académie,  je  prends  la  liberté 
de  vous  adresser  par  la  poste  deux  Mémoires  que  j'ai  publiés,  il  y  a 
plusieurs  années  déjà,  comme  thèses  pour  le  doctorat  et  pour  l'agréga- 
tion à  la  Faculté  des  Sciences  de  Breslau. 

J'ai  pris  dans  mes  recherches  pour  point  de  départ  une  formule 
dont  M.  Jacobi  a  donné  un  cas  particulier  {Journal  de  Mathématiques 
de  M.Crelle,  tome  III,  page  3o5).  En  employant  les  séries  que  M.  Jacobi 
a  introduites  dans  l'analyse, 

-f-  -^- 
3-!.r,  <7)=  y  (— i)^^''''cos  2/?X, 

S,  (jc,  ^)  =  V  (— i)^fl\  """^y  sin  (2/2 -f-i) X, 

—  oc 

^"^  (1    -V 

5-2(j:,<jr)  =  Vç\"^2/  cos  [2h-\-  \)jc , 

3C 

-r-  ce 

.^3  f  X ,  9 )  =  2 <^^^  cos  1  hx , 
—  -y. 

séries  entre  lesquelles  existent  les  relations  connues 

.^3  [oc  -h~,q)^:^{jc,q), 
q'ïe'-':-^3(jc~'-^,q)=^.,{x,q),       i  =  s,'^  v 

^       T     ir  r.        f  TT  /  loi;  7  \  -      ,  V 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  2^9 

on  a  la  formule  générale 

(I) 

r 

y.=0 


=  '^qyye^y-'(^+^)^,[(p-i-i)x-piJ.z!>,  cf'J'^'q.^,[{p-\-\)j-u.Tô\  qP^*], 


p  étant  un  nombre  entier  positif  et  zs  =:  i  log  q. 

Le  cas  de  p  =  i  est  celui  qui  a  été  considéré  par  M.  Jacobi. 

A  l'aide  de  cette  formule  on  peut  former  les  équations  modulaires 
pour  la  transformation  de  l'ordre  p=  i"—\,  en  n'appliquant  que  les 
formules  connues  pour  la  transformation  du  deuxième  ordre. 

En  effet,  si  l'on  pose  /?  =  3 ,  on  tire  de  l'équation  (I), 

.^3(^+J,7)-^3(-^-3j,fy')-4r.^(^+j,9).^(^-3jr,  9=*) 
=  i!^,{llj,q')^,{lia:,q'')-^2^,{lij,q')^,{i\x,q''), 

et  en  se  servant  des  formules  connues 

a^3  (2Z, ^^)  =  .^3  (z,  7)  +  .^  (s ,  7) , 

on  trouve 

^,{a:-^-j,q)^,{x  -  S/,^^  )  +  ^(x -l-j,r/)^  (x  -  '5j,q') 
=  ^^{ij,q)^^[iX,q^)-h^['2X,q)^[ix,q^), 

d'où  découle  sur-le-champ  une  foule  de  formules  en  augmentant  les 

éléments  x  et  r  de  ib  -7,  zt  -,  ±:  -  ?  etc. 
•^422 

Je  n'indiquerai  que  les  deux  formules  suivantes  : 

^z{x^Y,q)^,{x  —  ?>J',q^)-^^{x->r-J,q)^^[x~Zj,q^) 


^  I        ^2[0C-^J,q)^,[x-Zj,q')-\-^,[x-^J,q)^^{x-Zj,q') 

Si  l'on  fait,  dans  l'équation  (i),  ix  =  *^ J  =  z,  on  aura 

(        àz[z,q)^^[z,q^)-^^,{z,q)^,{z,q^) 
^    '  \  =^{z,q)^{z,q^)-h^.,{z,q)^o(z,q^), 

33.. 
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et  pour  z  =  o, 

relation  qui  donne  immédiatement  l'équation  modulaire  pour  la  trans- 
formation du  troisième  ordre 


VAX -h  \^k^'/.^  =  lJ 
en  écrivant  comme  d  habitude 

On  tire  aussi  de  l'équation  (3)  la  suivante,  en  supposant  z  t=:  ^zô 
( jx  étant  un  nombre  entier)  : 

(4  j    '^3  (o, </)  '^3  (,w-^,  q'')  =  ^2 (o, 9)3-2  (/J.'7,  <?*)  -f-  S-  (0,9) (—  i)."â- (,aw,  7*). 

Si  l'on  faitj>-  =0 ,  .r  =  fj-^y,  la  formule  (2)  devient 

,9-2'0,7)^,  (ji.Sr,93)=:2/"^(o,7*)^^(4fX5y,9'='), 
-i-  1-  1 

et  en  posant  92  au  lieu  de  q 

tu  (         i\         /  aïs        1\  1l± 

(d)  7^  •^2(^0''7'j^*(^^i9M=29  3  9-(o,92)â.,(2^u.sy,9^). 

Cette  équation  bien  remarquable  se  déduit  aussi  des  développements 
connus  des  fonctions  ^  en  produits  infinis. 

Passons  à  présent  au  cas  de  /;  =  7  ;  on  aura  en  vertu  de  la  formule  [V, 

•^3  {x  +  J, q) ^3  (^  -  77'  9')  +  ^  («^  +7^ 9 )^ («^  -  77^  7'  ) 
=  .^3(4r»9')^3(4^r,9'^)4-^(4rw')^(4^,9'*) 
+  .^a4j,9')^2(4-r,9'')-^,  (47,9^)^,  (4^,9'*). 
d'où  découle  pareillement  un  grand  nombre  de  formules,  dont  je  ne 


(6) 
(7) 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  a6i 

citerai  que  les  deux  cas  spéciaux 

(  2(-i)/'-.^(o,92)9.(2^ST,7'*) 

d'où  vient,  en  faisant  jut.  =  o  et  ajoutaitt, 

'-B-Jo,qi\^,(^0,q^^-\-^{o,q'')^{o,q*'')=^,(p,q)^,(p,q'), 

ce  qui  fournit  en  A'  et  X  l'équation  modulaire  pour  la  transformation 
du  septième  ordre 

De  la  même  manière  j'ai  trouvé  l'équation  modulaire  pour  la  trans- 
formation du  trente-unième  ordre 


kl 


On  peut  obtenir  une  autre  forme  de  cette  équation  modulaire,  plus 
analogue  aux  formes  précédentes,  mais  plus  compliquée. 

A  l'aide  de  la  formule  générale  (I)  on  peut  former  les  équations 
modulaires  pour  la  transformation  de  l'ordre  p=  3.2"  —  i  ,  si  l'on  a 
égard  à  la  relation  (4)  ou,  ce  qui  est  plus  simple,  à  la  formule  (5). 

On  a  pour/9  =  5 

^,{x-\-j\q)^,{.T-5x,q^) 

=  ^ qyy  e^y<''-^^)  .9-3  (6/  -  /X57,  ry^  )  .^3  ( 6  .r  —  5  iJ.Ts,q^ °  ), 

d'où  l'on  tire 

.^3  (x+  7,  q')^,  [OC  -  57,9'°  i  -  .^o  [a:-i-j,q'')h,  [x  -  Jj,  9'°) 

—  y  qV^:'  ^2,«/(x-f-^)  3.^  (  3j  _  ^xrs^q^  )  S-<  (  3.r  —  5  [kzs,  q*  "  ) 
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er 

=  2  y  ^2/;7..e/lM-^+^)â-,  (6j—  ,aro,r/Ms-,  (6jc' —  5 ij.zs.q*^], 
d'où,  pour  a:  =/ =  o, 

•^3(0,'/)  .^2  (0,7')  -^2(0,9)^3(0,7") 

et 

^(0,7). ^3  (0,7^)  -.^3(o,7),^(o,7^) 

en  tenant  compte  de  la  relation  (5),  mettant  q^  au  lieu  de  7 ,  et  mul- 
tipliant,  on  trouve 

;-^2    (0,7'^)   ^2  (0,7^)  [-^3  10,7)^2^0,7=^)  -^2(0, 7)  ^3(0,  7^)] 

=  9-(o,72)5-(o,7^«)|:^(o,7)^3(o,7-')-^3(o,7)^(o,7^)|, 

ce  qui  donne  entre  /:,  X,  A,  ,X,  l'équation  modulaire  pour  la  transfor- 
mation du  cinquième  ordre 

m (fk -  s/x)  =  vM^  (v/x; -  s/Y,). 

De  la  même  manière  résulte  l'équation  modulaire  pour  la  transforma- 
tion du  onzième  ordre 


H^'-¥'-^)  W- 


/- 1  — > 


que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme 


yn(A:-+-X)-U,X,  (^,  +  X,)=2(v7tX  -  >,kA^\/'-^^~^ 
qui  me  paraît  préférable  à  la  précédente. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  263 

J'ai  encore  appliqué  la  même  méthode  à  déduire  l'équatioD  modu- 
laire pour  la  transformation  du  vingt- troisième  ordre,  et  j'ai  trouvé  la 
relation  suivante  : 

Par  les  relations  (6)  et  ('7),  on  peut  former  les  équations  modulaiies 
pour  les  nombres  p  =  ']  .2"  —  i  au  moyen  de  la  formule  générale  (I). 
Pour  la  transformation  du  treizième  ordre,  j'ai  trouvé  l'équation  mo- 
dulaire 


vM:(v/^.^'-v/^-i^')-v/' 


/■>  +/■, 


que  l'on  pourrait  mettre  sous  plusieurs  formes. 

Les  formes  des  équations  modulaires  que  vous  trouverez  dans  mon 
premier  Mémoire  sont  plus  compliquées  que  les  précédentes;  il  en 
serait  de  même  pour  les  équations  modulaires  que  je  pourrais  ajou- 
ter relativement  aux  nombres  l'y,  19,  29.  Dans  mon  second  Mémoire 
je  me  suis  occupé  de  la  formule  suivante,  plus  générale  que  (T): 

S-3  (' tjc  -h  srj, cf)  ^^f SX  —  tpj ,  qP ) 


,(/.  =  0 


p,  r,  s ,t  étant  des  nombres  premiers  entre  eux. 

Je   m'étais   proposé  le  problème   d'exprimer  à   Taide  d'équations 
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algébriques  les  valeurs  de 

\_p  étant  un  nombre  premierj 

par  le  plus  petit  nombre  des  valeurs  de  ô^g  \o,  ç    j . 

Je  suis  parvenu   entre  autres  au   résidtat   curieux    qu'il    ne    faut 
que  des  équations  du  second  degré  pour  déterminer  les  valeurs  de 

q'"^  S-iilJ.zs^q*''),      (f.—  1,2,3,.  .  .,8), 

en  supposant  connues  les  valeurs  de  5^3(0,7'),  9-3  \o,^^/,  B-^Ço^q*'^), 

•^3  \0>  ^'^y  ^  résultat  qui  est  analogue  à  la  division  du  cercle  en  dix-sept 
parties  égales. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  ^65 

l>'^^^AA^\\\^\•.^\\w^\v^^^»\\■\v^^v\■>v•xv^w■>A.\\w^v^^x,lvv^^x\lw^^■»^A,^>v^.^»i•^v^'>vv>^v^^\^w^.\^/v^^\\\^,^^\\^v\^ 

SUR   LES  FOXCÏIONS   ELLIPTIQUES 

F.T 

SUR  LA  THÉORIE  DES  NOMBRES; 
Par  m.  KRONECKER 


Traduction   de    M.    Houel. 


[  Extrait  des  Comptes  rendus  de  l'Académie  de  Berlin  ,  séance  du  29  octobre  1857.) 


M.  Rummer  donne  lecture  d'un  Mémoire  communiqué  par  M.  Kro- 
necker. 

Dans  un  Mémoire  d'Abel  (t.  I",  p.  272  de  ses  OEuvres  complètes) 
se  trouve  cette  remirque,  que  les  modules  des  fonctions  elliptiques, 
pour  lesquelles  la  multiplication  complexe  a  lieu,  peuvent  s'exprimer 
complètement  par  des  radicaux.  Mais  on  n'y  rencontre  aucune  indi- 
cation sur  la  manière  dont  Abel  a  découvert  cette  propriété  remar- 
quable de  cette  classe  de  fonctions  elliptiques.  Qu'il  y  soit  parvenu 
pour  la  première  fois  après  la  rédaction  du  Mémoire  intitulé  ;  Re- 
cherches sur  les  Jonctions  elliptiques,  c'est  ce  qui  ressort  d'un  passa «^e 
de  ce  Mémoire  (t.  I",  p.  248  des  OEuvres  complètes,  ou  t.  III,  p.  182 
du  Journal  de  Crelle),  où  l'auteur  exprime  encore  un  doute  sur  la  ré- 
solubilité des  équations  d'où  dépend  la  détermination  des  modules  en 
question.  Désirant  parvenir  à  une  démonstration  de  cette  proposition 
d'Abel,  je  me  suis  occupé  l'hiver  dernier  de  recherches  sur  les  fonc- 
tions elliptiques  pour  lesquelles  a  lieu  la  multiplication  complexe,  et 
j'ai  trouvé  non-seulement  la  démonstration  cherchée,  mais  encore  plu- 
sieurs résultats  intéressants  dont  je  vais  ici  exposer  sommairement 
quelques-uns. 

Soit  n  un  nombre  positif  impair  et  plus  grand  que  3;  désignons  de 
plus  par  y.  le  module  des  fonctions  elliptiques  et  par  k  le  carré  de  ce 
module.  Le  nombre  des  valeurs  différentes  de  A-,  pour  lesquelles  on 

Tome  III     2' série).  —  Juillet  i8î8.  j4 
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peut  effectuer  la  multiplication  des  fonctions  elliptiques  par  \J—  n, 
c'est-à-dire  pour  lesquelles  sin-  am  (\J  —  n.ii,  x)  peut  être  exprimé  en 
fonction  rationnelle  de  sin^am  [u,  x)  et  de  x,  est  égal  au  sextuple  du 
nombre  des  classes  différentes  de  formes  quadratiques  appartenant  au 
déterminant  ~  n.  Toutes  ces  valeurs  de  k  sont  des  fonctions  algé- 
briques explicites  d'une  quelconque  d'entre  elles;  elles  sont,  de  plus, 
les  racines  d'une  équation  à  coefficients  entiers,  dont  le  degré  est  égal 
au  nombre  de  ces  valeurs,  et  qui  peut  se  décomposer  en  autant  de 
facteurs  entiers  qu'il  y  a  d'ordres  différents  appartenant  au  détermi- 
nant —  n.  k  chacun  de  ces  ordres  correspond  un  facteur  déterminé 
de  cette  équation,  dont  le  degré  est  égal  à  six  fois  le  nombre  des  classes 
renfermées  dans  l'ordre  en  question.  Le  facteur  correspondant  à 
l'ordre  proprement  primitif  est  enfin  décomposable  en  six  facteurs  de 
même  degré,  dont  les  coefficients  ne  contiennent  que  des  nombres  en- 
tiers et  le  radical  sjti.  Le  degré  de  chacune  de  ces  six  équations  par- 
tielles est  ainsi  égal  au  nombre  des  clauses  proprement  primitives  appai- 
tenant  au  déterminant  —  n^  et  c'est  une  de  ces  équations  partielles  qui 
présente  le  plus  clairement  le  caractère  de  résolubilité.  Les  racines  de 
cette  équation  ont  en  effet  cette  propriété,  qu'elles  peuvent  s'exprimer 
par  des  fonctions  rationnelles  (n'ayant  pour  coefficients  que  des  nom- 
bres entiers)  de  l'une  quelconque  d'entre  elles,  et  que,  pour  deux 
quelconques  de  ces  fonctions  ^  (A),  d;  (A:),  on  a  la  relation 

Si  n  est  un  nombre  premier  et  que  —  ;?,  considéré  comme  déterminant 
d'une  forme  quadratique,  soit  régulier,  l'équation  partielle  en  ques- 
tion est  une  équation  abélienne,  et,  dans  tous  les  autres  cas,  le  ca- 
ractère particulier  de  cette  équation,  le  nombre  des  périodes  de  ses 
racines,  etc.,  dépendent  du  nombre  des  genres  et  de  l'exposant  d'irré- 
gularité du  déterminant  —  n.  Si  enfin  n  est  un  nombre  pair,  ou  s'il 
est  un  des  nombres  r,  3,  les  valeurs  correspondantes  de  k  ont  des 
propriétés  tout  à  fait  analogues  à  celles  que  nous  venons  de  mention- 
ner. Mais,  quelle  que  soit  la  valeur  du  nohibre  n,  à  une  seide  et  ménie 
classe  de  formes  quadratiques  de  déterminant  ~  n  répond  toujours  un 
système  détertniné  de  valciu's  de  A",  et  cela  de  telle  sorte  que  l'on  peut 
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toujours  exprimer  sous  forme  transcendante  les  valeurs  de  k  au  moyen 
des  coefficients  d'une  quelconque  des  formes  contenues  dans  cette 
classe,  et  réciproquement  ces  coefficients  au  moyen  des  valeurs  de  k. 
I-es  fonctions  elliptiques  pour  lesquelles  la  multiplication  complexe 
a  lieu,  tiennent,  pour  leurs  propriétés  essentielles,  le  milieu  entre  les 
fonctions  circulaires  et  les  autres  fonctions  elliptiques.  En  effet,  de 
même  que  les  valeurs 

A  =  o     et     A  =  ±:  I , 

correspondantes  aux  fonctions  circulaires,  doivent  èlre  considérées 
comme  des  limites  extrêmes,  de  même  aussi  les  valeurs  des  modules  de 
chaque  classe  particulière  de  fonctions  elliptiques  prendront  le  carac- 
tère de  limites  extrêmes,  lorsque,  pour  ces  valeurs,  les  équations  mo- 
dulaires présenteront  des  racines  égales,  comme  cela  avait  lieu  pour 
les  valeurs  particulières  o  et  zb  1 .  De  plus,  les  fonctions  circulaires 
étant  susceptibles  de  multiplication  seulement,  tandis  que  les  fonctions 
elliptiques,  prises  dans  leur  généralité,  sont  susceptibles  à  la  fois  de 
multiplication  et  de  transformation,  il  arrive,  pour  cette  classe  parti- 
culière de  fonctions  elliptiques,  que  la  transformation  perd  en  partie 
son  caractère  propre,  et  devient  elle-même  une  sorte  de  multiplica- 
tion, puisqu'elle  équivaut  jusqu'à  un  certain  point  à  la  multiplication 
par  un  nombre  imaginaire.  De  même,  en  effet,  que  pour  un  nombre  p 
pouvant  être  représenté  par  la  forme  principale  x"^  ■+-  ny"^^  de  déter- 
minant —  /f,  une  des  transformations  d'ordre  p  donne  la  multiplica- 
tion par  ^-l-^V—'^  c'est-à-dire  l'expression  de  sin^am  {x-\-j\l~n).u 
en  fonction  rationnelle  de  sin^am//  et  de  :r  ;  de  même  le  nombre  pou- 
vant être  représenté  par  une  des  autres  foruies  de  déterminant  —  n,  \\ 
y  a  une  des  transformations  d'ordre  q  qui  conduit  à  une  fonction 
transformée  sin^am(^a.w,  X),  exprimée  en  fonction  rationnelle  de 
sin^am(«,  x)  et  de  x,  et  dans  laquelle  X  est  un  des  autres  modules 

pour  lesquels  a  lieu  la  multiplication  par  \/—  '^  et  de  plus  p.  est  une 

valeur  déterminée  de  y  —  n  (mod.  q),  et  joue  précisément  le  rôle  d'un 
facteur  imaginaire  de  q.  Ces  multiplicateurs  p  sont  des  irrationnelles 
algébriques  explicites,  et  c'est  une  circonstance  digne  de  remarque  à 
plusieurs  égards,   que  l'on  rencontre  ici    poiu'   la   première  fois  un 

34.. 
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exemple  dans  lequel  l'analyse  donne  des  expressions  irrationnelles 
pour  représenter  des  nombres  imaginaires. 

D'après  la  liaison   étroite  qui  existe  entre  les  fonctions  elliptiques 

pour  lesquelles  a  lieu  la  multiplication  par  \/—  n  et  les  formes  qua- 
dratiques de  déterminant  —  n,  il  est  évident  que  l'étude  de  cette  classe 
particulière  de  fonctions  elliptiques  doit  conduire  à  un  grand  nombre 
de  résultats  relatifs  à  la  théorie  des  formes  quadratiques.  Parmi  ces 
résultats,  je  me  contenterai  de  rapporter  ici  quelques  formules  récur- 
rentes d'une  remarquable  simplicité,  que  l'on  peut  établir  pour  la 
détermination  des  nombres  de  classes  correspondantes  aux  détermi- 
nants négatifs,  et  qui  sont  éminemment  propres  au  calcul  de  ces  nom- 
bres. Ces  formules  ne  sont  pas  non  plus  sans  intérêt  au  point  de  vue 
purement  théorique,  d'autant  plus  que  quelques-unes  d'entre  elles 
semblent  très-difficiles  à  démontrer  par  les  procédés  arithmétiques.  Le 
reste  de  ces  formules  peut,  il  est  vrai,  se  déduire  de  la  relation  connue 
entre  le  nombre  de  représentations  d'un  nombre  îî  par  la  somme  de 
trois  carrés  et  le  nombre  des  classes  de  déterminant  —  n.  Mais  l'emploi 
de  cette  relation  pour  la  démonstration  de  ces  formules  est  entièrement 
nouveau,  et,  ce  qui  est  bien  plus  important,  cette  relation  elle-même 
peut  réciproquement  se  démontrer  au  moyen  de  ces  formules  qui  ré- 
sultent de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  Comme  exemple  de  ces 
formules,  on  peut  choisir  les  trois  suivantes,  dont  la  seconde  seule 
peut  se  déduire  de  la  manière  que  nous  venons  d'indiquer  par  les  pro- 
cédés arithmétiques.  On  a  les  relations 

(I)  2F  (rt)  +  4F  («  -  2=^)  H-  4  F  (72  -  4')  -+-...=  ©(«)  -  ij;(72), 

(II)  4F(/^-^-)^-4F(/^-3^)--4F(/^  -  5^) -^...=  9  («)  +  cj;(az), 

(III)  F(7z)  +  Q-Yi^n  -  1^)+  2F(«  -  9.=^)  +...=:  9(«), 

en  supposant 

«^3  (mod.  4); 

et  en  désignant  en  outre  par  F  (m)  le  nombre  des  classes  proprement 
primitives  et  de  leurs  dérivées  pour  le  déterminant  —  m  ;  par  9  («)  la 
somme  des  diviseurs  de  n  plus  grands  que  ^n^  et  par  tj>  (w)  la  somme 
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t^e  tous  les  autres  diviseurs.  Je  ferai  encore  remarquer  que  la  suite  des 
nombres 

n,     n  —  i^,     n  —  '^^,. .., 

dans  les  trois  formules  ne  doit  être  prolongée  qu'autant  que  ces  nom- 
bres sont  positifs,  et  que  la  formule  (III)  est  une  conséquence  immé- 
diate des  formules  (I)  et  (II). 

Si  l'on  désigne  par  H(//2)  le  nombre  des  classes  proprement  primi- 
tives de  déterminant  —  m,  les  résultats  renfermés  dans  les  formules 
précédentes  peuvent  encore  être  présentés  sous  une  autre  forme  re- 
marquable. En  désignant  par  D  tous  les  nombres  positifs  pour  les- 
quels n  peut  être  représenté  par  la  forme  x'^  -f-  Dj^^  et  par  h  le  nombre 
de  ces  représentations  différentes  (en  ayant  soin  de  faire  la  distinction 
entre  les  valeurs  positives  et  négatives  de  x  et  de  /),  on  obtient  l'é- 
quation 

2;/^.H(D)  =  29(7^), 

qui  est  précisément  le  résultat  exprimé  par  la  formule  (III). 

Nos  trois  formules  fournissent  encore  une  solution  très-élégante  du 
problème  posé  par  M.  Dirichlet  dans  le  t.  III  du  Journal  àe  Crelle, 
p.  407,  solution  qui  me  semble  préférable  à  celle  qu'a  publiée  Jacobi 
dans  le  t.  IX  du  même  journal.  Ce  problème  consiste  à  déterminer, 
pour  les  nombres  premiers  7i  qui  divisés  par  4  donnent  pour  reste  3. 
la  valeur  de  l'exposant  v  dans  la  congruence 

1.2  .3.  . .  "^^  ^(—  0'  fmod.  n). 

2,         ^       ' 

Or,  en  s'aidant  de  la  célèbre  expression  donnée  par  M.  Dirichlet 
[Journal  de  Crelle,  t.  XXI,  p.  132)  pour  le  nombre  des  classes  rela- 
tives au  déterminant  —  n,  les  formules  précédentes  fournissent  la  règle 
suivante  pour  déterminer  le  nombre  v  :  Le  nombre  v  est  égal  au 
nombre  des  déterminants  négatijs  et  impairs  diJJérentSj  pour  lesquels 
71  peut  être  représenté  par  la  Jorme  principale,  et  qui  sont  des  nombres 
premiers  ou  des  puissances  de  nombres  premiers.  Cette  règle  peut 
encore  s'énoncer  ainsi  :  v  esl  la  multitude  de  ceux  parmi  les  nombres 


270  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

71  —  a-,  n  —  l\-,   «  —  6%...,  qui  sont  de  la  j orme 


r\p''^y 


p  étant  un  nombre  premier  et  r  un  nombre  non  dii'isible  par  p.  Et  l'on 
voit  par  là  que  la  détermination  du  nombre  v  se  réduit  à  la  décompo- 
sition en   leurs  facteurs  premiers  de  certains  nombres,  tous  plus  pe 

tits  que  n,  et  dont  la  multitude  est  moindre  que  -\//2. 
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NOTE  SUR  LA  FORMULE  DE  ÏAYLOR^ 

Par  m.  Edouard  ROCHE. 


Le  terme  complémentaire  de  la  série  de  Taylor  est  donné  par  les 
auteurs  sous  deux  Formes  différentes  dont  l'inie,  due  a  Cauchv,  se 
déduit  assez  facilement  de  l'autre.  Mais  ces  deux  formes  peuvent  être 
considérées  comme  des  cas  particuliers  d'une  expression  plus  générale 
du  reste.  Si  l'on  arrête  le  développement  de  f  [x  4-  K)  au  terme  en  ^". 
le  terme  complémentaire  est  égal  à 

(i)  R  =  ^"""^'''','^"_;'  /'-'  [x  +  ^h\ 

^    '  i  .'X  .  .  .  n  .\p-\-\)  -^ 

p  étant  un  nombre  pris  arbitrairement  entre  o  et  «,  et  6  un  nombre 
convenablement  choisi  entre  o  et  i . 

En  y  faisant  p  =  n,  on  reproduit  la  première  forme  du  reste.  Si  au 
contraire  on  fait  p=  o,  on  a  la  seconde  forme,  celle  de  Cauchy.  Quand 
n  =  o,  ces  diverses  expressions  du  reste  se  réduisent  à  une  seule  qui 
est  hj'{x  -+-  Bh). 

Pour  obtenir  la  formule  (i),  la  méthode  la  plus  simple  consiste  dans 
l'emploi  du  calcul  intégral.  On  observe  que 

f{x-^h)  ~j\x)=  f  f'[x  -h  h-  t)  dt; 

et  par  une  suite  d'intégrations  par  parties,  on  est  amené  à  représenter 
le  terme  complémentaire  par 

i Ç    ef'-^'ix-^h  —  Ùdt. 

Cela  suppose  que  la  fonction  y  (j:)  et  ses  n  h-  i  dérivées  restent  finies  et 
continues  entre  les  limites  x  et  x  -f  /z,  c'est-à-dire  pour  les  valeuis  de 
t  comprises  entre  o  et  //. 

Décomposons  maintenant  la  différentielle  en 

iP(lt.t"-Pf"^'  [x  -hh  -  t), 
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et  remplaçons  le  second  facteur  par  une  quantité  constante  intermé- 
diaire entre  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des  valeurs  qu'il  prend  lors- 
que t  passe  de  o  à  ^.  Cette  fonction  est  continue  dans  l'intervalle,  puisque 
la  dérivée  a  été  supposée  finie  et  continue,  et  que  f-P  Test  également 
si  l'on  attribue  à  p  une  valeur  au  plus  égale  à  n.  La  moyenne  dont 
nous  parlons  s'obtiendra  donc  en  donnant  à  t  une  certaine  valeur 
comprise  entre  o  et  h  que  nous  appellerons  h[\  —  B).  Cette  valeur 
moyenne  sera  par  conséquent 

h"-P(i  -  Q'p-P  f^+'  (x  -+■  eh). 

Quant  à  l'autre  facteur,  il  ne  devient  pas  infini  si  p  est  positif,  et 
l'on  a 


1 


tPdt  = 


hp^ 


P-hi 


Donc  enfin 


R  := i ^^ri  -  6Y-P  P^'  [JC  -h  6 h 

i  .7..  .  .  n  p  +  i   -  -^ 


comme  il  fallait  l'établir. 

Il  ne  serait  pas  difficile  de  démontrer  la  formule  (i)  par  les  méthodes 
qui  servent  ordinairement  à  calculer  le  terme  complémentaire,  et  qui 
reviennent  toujours  à  une  intégration  par  parties  déguisée:  car  c'est 
du  calcul  intégral  que  dépend  essentiellement  la  formule  de  Taylor.  Si, 
par  exemple,  on  veut  suivre  la  démonstration  donnée  dans  le  Cours 
d' Analyse  àeSiurm,  il  suffira  d'y  remplacer  l'identité  (p.  88),  que 
l'auteur  retranche  de  son  équation  (3),  par  l'identité  suivante 


'z  —  x]P+'  __  {z—x,P 


clx  1 .2...  n[p  ■\-  i) 


p  étant  un  nombre  positif  au  plus  égal  à  n.  On  arrivera,  sans  autre  chan- 
gement, à  la  formule  (i). 

L'emploi  de  cette  expression  du  terme  complémentaire  peut  être 
quelquefois  avantageux,  parce  qu'il  dispense  de  considérer  successi- 
vement les  deux  formes  ordinaires  du  reste,  comme  on  le  fait  pour 
établir  le  développement  de  (n-  x)'"  ou  de  log(i  4-  x). 
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SUR 

QUELQUES  FORMULES  GÉNÉRALES  QUI  PEUVENT  ÊTRE  UTILES 
DANS  LA  THEORIE  DES  NOMBRES-, 
Par  m.  J.  LIOL VILLE. 


CINQUIÈME    ARTICLE. 


Nous  nous  proposons  surtout,  dans  ce  cinquième  arlicle,  de  revenir 
sur  les  formules  des  deux  articles  précédents  pour  les  généraliser,  en 
y  introduisant,  comme  nous  avons  déjà  averti  qu'on  pouvait  le  faire, 
une  fonction  arbitraire  de  deux  variables.  Nous  ajouterons  d'ailleurs 
quelques  remarques. 

I. 

Commençons  par  les  formules  du  troisième  article,  que  nous  rédui- 
sons à  deux  (D)  et  (F),  la  formule  (E)  n'étant  pas  au  fond  distincte 
de  la  formule  (D).  Ces  foriuules  (D)  et  (F),  que  nous  allons  tout  à  la 
fois  étendre  et  condenser  pour  ainsi  dire  en  une  formule  unique,  se 
rapportent  à  un  nombre  impair  m  >  1 ,  décomposé  sous  la  forme 

m  =  m'  H-  1'^  m", 

G  est-à-dire  décomposé  en  deux  parties  entières  positives,  dont  l'une  m 
est  impaire,  tandis  que  l'autre  est  le  produit  d'un  nombre  impair  m" 
par  une  puissance  de  2.  Ayant  posé 

m  =  dâ,     m'  =  d'  6%     m"  —  d"  â", 
on  a,  par  la  formule  (F),  une  expression  commode  de  la  somme  triple 


Tome  III  (2«  série).  —  Aolt  i858. 
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prise  pour  les  diviseurs  d' ,  d"  de  tous  les  groupes  in\  m"  considérés 
successivement.  11  arrive  que  la  valeur  de  cette  somme  triple  ne  dé- 
pend que  des  diviseurs  de  ni',  elle  est  égale  à  la  moitié  de  la  somme 
simple 

Toutefois  la  fonction  f  n'est  pas  absolument  à  volonté  :  nous  admet- 
tons que  J  [—  jc)  =  f\3c)  pour  toutes  les  valeurs  de  x  dont  on  aura 
à  faire  usage. 

Or  je  dis  qu'on  peut  substituer  à  la  fonction  f  [oc)  une  fonction. 
f  \X^  j)  de  deux  variables  pour  laquelle  on  ait 

/  (-  ^^  J)  =  f  (*^.  j)  =  f  {^,  -  j), 
et  considérer  la  somme  triple  bien  plus  compliquée 

si  11  [/'  «'''  -  ■''"''"^  «"  +  ""l  -  /  (^'  +  ^"''i"'  °'"  -  »")]  }■ 

La  valeur  que  je  trouve  pour  le  double  de  cette  nouvelle  somme  est 
égale  à  la  différence  des  deux  sommes  simples 

2[/W0)  +   -ifid,  -2)  +   lf{d,  4)   +...+   lf{d,  &  -   I)] 

et 

J^dJid,  o). 
Ainsi  Ton  a 

z=  y  [/(r/,  o)  +  2/(./,  2)  +  lf[d,  4)  -h  ...  +  2/(./,   ^-  l)  -  df[d,  o)]  ; 

et  je  vais  montrer  que  cette  formule  [d]  renferme  à  la  fois  nos  deux 
anciennes  formules  (F)  et  (D). 

D  abord  il  est  bien  clair  qu'en  réduisant  f  [oc^  j-)h  une  fonction 
J  [x)  d'une  seule  variable,  vérifiant  la  condition  /  (—  x)  =^  f  [x), 
on  retombera  sur  la  formule  (F);  car,  dans  cette  hypothèse,  on  a 

f{d,  o;h-  2/(r/,  1)  +  if[d,  4j  +...+  if[d,  â  -i)  =  o^f{d). 
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ce  qui  réduit  le  second  membre  de  la  formule  {d)  à 

comme  dans  la  formule  (F),  qui  a  d'ailleurs  évidemment,  dans  ce  cas, 
le  même  premier  membre  que  (d). 

Mais  nous  pouvons  aussi  retrouver  d'une  manière  semblable  la  for- 
mule (D).  Il  suffit  pour  cela  de  supposer  la  fonction  /{Jc,j)  ré- 
duite à  f  {y),  ce  qui  exige  que  f  [—  J')  =  f  [f]-  Alors,  en  effet, 
le  premier  membre  de  la  formule  [d)  deviendra 

ce  qui  équivaut  à 

■^^\^1{f  •<>'  +  ''")- f('i'-d')]\, 

parce  que  la  signilication  des  lettres  d  et  ù  dans  nos  formules  permet 
de  remplacer  ici  ù'  par  d'  et  r)"  par  d" .  Quant  au  second  membre, 
dont  la  valeur  est 

il  est  la  différence  des  deux  quantités 

2;[/(0)  -r   2/ {2)  H-  2/(4)  +...4-  2f{â-l)] 

et 

dont  la  première  peut  être  remplacée  par 

en  écrivant  d  au  lieu  de  â,  et  la  seconde  par 

35,. 


276  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

suivant  une  notation  à  laquelle  nos  lecteurs  doivent  être  accoutumés. 
La  somme  triple 

égale  au  signe  près  à 

^l\l1{/(d'  +  ^')-f(<l'-d')][ 

est  donc  égale  à  la  différence  entre 

/(o)C.('-") 


et 


or  c'est  là  précisément  ce  qu'exprime  la  formule  (D). 

Pour  passer  de  la  formule  (D)  à  la  formule  (E),  il  suffit  de  prendre 

/{oc)  =  F(x  H-  i)  —  ¥{x  —  i), 

valeur  qui  s'accorde  bien  avec  la  condition 

/{-x)  =  fix), 
parce  que  l'on  suppose 

Y{—  x)  =  —  F{x). 

Nous  avons  donc  terminé  tout  ce  qui  concerne  l'extension  à  donner 
aux  formules  de  notre  troisième  article. 

Comme  à''  -h  â"  et  â'  —  â"  sont  des  nombres  pairs,  il  s'ensuit  que 
les  valeurs  de  j  à  employer,  dans  la  fonction  f{x,/)  que  la  formule 
[d]  contient,  sont  des  nombres  pairs  :  on  remplira  donc  les  conditions 
auxquelles  cette   fonction  f{jc,  y)    est  assujettie  en  lui  donnant  la 

valeur  que  voici  : 

r 

(-i)V(^-), 

pourvu  que 

f{-oc)^-f[x). 
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On  est  ainsi  conduit  facilement  à  l'équation 

(i)   ,  __ 

Ce  résultat  particulier  de  notre  formule  générale  {d)  méritait  d'être 
indiqué  à  côté  des  formides  (D),  (E),  (F)  :  il  nous  sera  utile  plus  tard. 

IT. 

Passons  aux  formules  (G)  et  (H)  du  quatrième  article  et  considé- 
rons-les successivement. 

Dans  la  formule  (G),  on  s'occupe  d'un  nombre  entier  quelconque, 
que  l'on  représente  par  i"" m,  le  facteur  m  étant  impair.  L'exposant  a 
est  un  quelconque  des  nombres  o,  i ,  2,  3,  etc.  On  décompose  l'^m  en 
deux  parties  entières  positives,  de  manière  à  avoir 

m'  et  m"  étant  impairs,  puis  on  pose  à  l'ordinaire 

m  =  dû,     m'  =  d'â',     m"  =  d"  â". 

Enfin  on  forme  une  somme  triple  portant  sur  l'ensemble  des  diviseurs 
relatifs  aux  divers  groupes  m',  m'\  et  l'on  exprime  cette  somme  triple 
au  moyen  d'une  somme  simple  qui  ne  porte  plus  que  sur  les  diviseurs^ 
de  m. 

La  somme  triple  dont  la  formide  (G)  fournit  la  valeur  est 

la  fonction  f{jo)  étant  arbitraire,  sous  la  seule  condition  que 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  employées. 
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Or  nous  allons  maintenant  prendre  une  fonction  f  '\x^  j")  de  deux 
variables,  et  admettant  que  l'on  a 

nous  chercherons  la  valeur  de  la  somme  triple  qui  contient  sous  les 
trois  y^  la  quantité  suivante 

c'est-à-dire  la  valeur  de 

Cette  valeur  est  naturellement  assez  compliquée.  Pour  l'obtenir,  il  faut 
ajouter  entre  elles  les  deux  sommes 

2;(^[/(o,2J)  +  2/(o,4^-i-4/(o,  8^)-f-...+  2^-'/(o,  2^r/)] 
et 

2[/(^^/,  O)  +  ^f[0.\l,  2)  +   2/(2V,  4)  +...+  2/(2%   C?  -  ,)], 

puis  en  retrancher 

Il  est  important  de  bien  remarquer  la  nature  différente  des  quan- 
tités placées,  tant  sous  le  signe  f  que  hors  du  signe  /,  dans  les  deux 
sommes 

/(o,  id)  4-  2/(0,4^)  +  4/(0,  8^)  +...+  2«-/(o,  2V) 
et 

/(2V/,  o)  4-   2/(2«r/,   2)  +  2/(2V,  4)  +...-H  2/(2V,  C?  -  l). 

Dans  celle-ci,  la  variable  x  de  la  fonction  f(x,j]  est  constam- 
ment égale  à  2"^,  l'autre  variable  j  est  un  nombre  pair  qui  croît  de 
zéro  à  ô"  —  I .  Quant  au  coefficient  de  ^ ,  il  est  1  dans  le  premier  terme 
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et  2  dans  les  suivants.  Ainsi,  pour  0^  ^  i ,  la  somme 

/(a'"./,  0)+  2f[i''d,i)-\-  2/(2V,  4)+...+  if(i''d,ù—i) 
se  réduit  à 

pour  d^  —  3,  elle  est  égale  à 

/(2%/,o)+2/(2'^Y/,:.); 
pour  à  =  o  à 

f{2''d,  0)-+-  2/(2^/,  2)  +  if(^"d,  4); 

et  ainsi  de  suite. 
Dans 

f{0,'2d)  +  2f{oM)  +  4/(0,8f/)  +...+   2'^— /(0,2='^), 

la  première  variable  x  de  f  (^x,j)  est  toujours  égale  à  zéro,  tandis 
que  la  seconde  jr  varie  en  progression  géométrique  dont  la  raison 
est  1  :j^  croit  de  2 f/ à  "i^ d]  aussi  n'aurait-on  aucun  terme  à  prendre 
si  l'on  voulait  supposer  a  =  o,  mais  alors  2^ m  deviendrait  un  nombre 
impair  /?^,  et  l'on  retomberait  sur  la  formule  [d)  du  paragraphe  pré- 
cédent. Pour  a  =  I ,  on  n'aura  qu'un  terme 

'  f{o,2d); 

pour  a  =  2 ,  on  a  deux  termes, 

f{o,o.d)  -f-  2/(0, 4<:/); 

pour  a  =  3,  on  a  trois  termes 

/(o,2r/)  +  2/(o,4r/)  +  4/(o,8r/); 

et  ainsi  de  suite,  le  coefficient  de  /  pour  chaque  terme  étant  la  moitié 
du  coefficient  de  d  sous  le  signe  J  . 

Sous  le  bénifice  de  ces  explications,  nous  écrirons  donc  la  formule 
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remarquable 

•2[/(2^/,0)+2/(2V,  2)4-2/ (^='•r/,4)-^... +  2/(3='- ./,C?-|)] 


-  '>"-^df{yd,o). 

En  réduisant  y  (jc,  j)  à  f  {oc)  sous  la  condition,  bien  entendu,  de 
f  {—  x)  =zf[œ),  on  réduit  le  premier  membre  de  la  formule  (e)  à  celui 
de  la  formule  (G).  Je  dis  qu'il  en  est  de  même  pour  les  seconds  mem- 
bres. En  effet,  d'une  part 

J'{o,id)^ij\oM)  +  4/(0, 8c/)  -+-...+  l'^-'fioXd) 
se  réduit  à 

et,  d  autre  part,  la  somme 

j[i'd,o-  4-  if(i'd,2)  -h  ijXi'^d.k)  4-...+  2y\a«c/,  è  -  i) 
se  trouve  égale  à 

Le  second  membre  de  la  formule  (e)  devient  donc 

et  pour  prouvei^  qu'il  coïncide  avec  le  second   membre   de  la  for- 
mule (G),  qui  est 

2;(<f--v)[/(2v/)-/(o)], 

c'est-à-dire 

/(o;  ^(.V/  _  d^;  -H  2  (d^  -  i^-d)j\i^-d\ 
il  suffit  de  faire  voir  que  l'on  a 

y-^)^d=:^['x^■d-r)', 
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or  cela  devient  évident  si  l'on  observe  que 

et  que 

Mais  on  aura  une  formule  nouvelle  en  réduisant  /"(x,  x)  ^^  f  {j ,'■> 
sous  la  condition  de  f  {—  y)  =  f  [j]-  On  aura  alors  pour  premier 
membre 

2;Ui[/(<^'+''")-/(°"-<^")]|' 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

j\^lU(à'  +  d")-j(d'-d')\\ 

Quant  au  second  membre,  il  prend  la  valeur  que  voici  : 

^d[f{:ld)-^1f{^d)+^J\^d)+...-^^''-'f[1^d)] 

-^^{f[o)  +  ^j\i)'\-if{h)+...+  iJ\d-i)]-2:'f{o)Sd. 

En  posant  donc 

on  trouve  facilement  que 

27(o)C,(m)=2^/[/(W)+2/(4^4-4/(8^)-h...+2''-7(2-^)l 

Faisons  encore,  dans  la  formule  générale  (e), 


Tome  111  (a'iérie).—  Aodt  i858.  ^^ 


cj82  jourinal  de  mathématiques 

ce  qui  nous  est  permis,  pourvu  que  J  (—  .r)  =  fi^)-,  parce  que  j-  est 
ici  un  nombre  essentiellement  pair.  Nous  en  conclurons  facilement  la 
formule  que  voici  : 


{K.) 


f  =[■i-.i'■)f{o)z,[m)  +  yX■^"''^-[-^y\f(^^'■'^)■ 


On  pourrait  ainsi  tirer  de  la  formule  (e)  beaucoup  de  formules  par- 
ticulières, et  cela  ne  serait  pas  sans  quelque  intérêt.  Mais  nous  nous  en 
liendrons  pour  le  moment  à  ce  qui  précède. 

m. 

Généralisons  maintenant  la  formule  (H).  Dans  cette  formule  on 
n'accorde  aucune  attention  spéciale  au  nombre  2  qu'on  mettait  tout 
à  l'heure  en  évidence  comme  facteur  avec  divers  exposants.  Ainsi  on 
désigne  par  ///  (et  non  plus  par  1^  m)  le  nombre  entier  pair  ou  impair 
auquel  on  rapporte  tous  les  calculs.  On  décompose  ce  nombre  en  Aaux 
parties  positives  ni ,  ni!' ,  dont  chacune  peut  être  indifféremment  \\n 
entiei'  pair  ou  un  entier  impair.  Désignant  ensuite  par  d  un  diviseur 
quelconque  de  m,  par  d'  un  diviseur  quelconque  de  ni\  par  d"  un  di- 
viseur quelconque  de  m" ^  on  pose 

ni  =  dû,      ni  z=  d'  â\      m"  =  d"  â", 

chacun  des  nombres  d,  â,  d\  ù\  d",  &'  pouvant  être  pair  ou  impair;  et 
crs  équations,  jointes  à  l'équation  fondamentale 

m  =  ni  -h  ni\ 

fixent  le  mode  de  partition  du  nombre  m  auquel  la  formule  (H)  s'ap- 
plique. 

Mais  en  restant  dans  ces  mêmes  conditions,  je  vais  donner  une  for- 
mule dans  laquelle  entrera  une  fonction  /  (x,  j)  de  deux  variables. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  a83 

J'admets  que  l'on  a 

/(-  ^^  j)  =  f{^^  f)  =  /(•^.  -  j) 

pour  tontes  les  valeurs  de  x  et  dej'  qui  seront  employées  ensemble  : 
la  fonction  J  [oc,  y)  est  du  reste  à  volonté.  On  considère  la  somme 
triple 

ou  bien  encore  la  somme  triple  évidemment  égale 

2{  22  U^^i'  -  ^i\  0-  +  r)  -  f{è'  +  ù\  d'  -  d")]\. 

et  il  s'agit  de  trouver  la  valeur  de  cette  somme  triple  qui  concerne 
tous  les  diviseurs  propres  aux  groupes  m',  ///"  pris  successivement,  au 
moyen  de  sommes  simples  qui  ne  portent  plus  que  sur  les  diviseurs 
de  m. 

Cette  valeur  est  formée  de  trois  sommes  partielles.  Dans  la  première, 
savoir  ; 

V(./-,)[/(o,r/)-/(r/,o)J, 
le  signe  V  garde  sa  signification  ordinaire.  Mais  dans  les  deux  autres, 
que  j'écris  ainsi  : 

et 

l'accent  marqué  sur  le  signe  indique  que  l'on  doit  omettre  poiu-  Tune 
les  termes  f  [à-ij]  où  y  est  un  diviseur  de  d^  et  pour  l'autre  les  tf-rines 
analogues  f{x,â)  où  x  divise  d.  Ainsi,  pour  d=  i  et  r/=  2,  les 
deux  sommes  sont  nulles,  puisqu'il  n'y  a  alors  aucun  terme  à  prendre; 
pour  d  =1  3,  elles  sont  respectivement  égales  k  f  [â,  2)  et  /  (2,  c?;  ;  pour 
d  =:  4)  ^  fi^i"^)  ^^  J  {'^1^)'  pa'ce  que  1  étant  un  diviseur  de  4.  on 

36.. 
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doit  omettre  les  termes /((^, 2)  et  /(2,  â);  pour  ^=  5,  à 

/(o\2)-t-/(o\3)  +  /(d^,4)    et    /(2,o'^)  +  /(3,d^)  +  /(4,<?); 

et  ainsi  de  suite. 

La  nature  de  nos  trois  sommes  simples  étant  bien  fixée,  on  en  dé- 
duira la  somme  triple  en  ajoutant  à  la  première  somme  simple  le  double 
de  la  différence  des  deux  autres. 

En  d'autres  termes,  on  a 

+  ^■^[fio\2]-i.  flo\y:  +  f{o\à)  +  --  +  J  (o\d-  y)] 
-22;'[/('.''''l  +  /(3,<f)  +  /(4,  ="')  +  •  ■  +  /('/-■><?)]• 

On  pourrait,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  remplacer  la  somme 
triple,  au  premier  membre,  par  celle-ci  ; 

l\lllf'^'^'  -  ^"'  °"  +  ^')  -  /("''  +  ^' '  '''  -  '^"H  |- 

D'après  cela,  on  pourra  écrire  la  formule  (y*)  plus  simplement,  en 
faisant 

Alors  on  aura 

Il  faut  dans  la  somme  accentuée  négliger  les  termes  f(c?,  j)  dans  les- 
quels^' est  un  diviseur  de  cl.  Ainsi  la  valeur  de 
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est  zéro  pour  ct=  i  et  f/  =  2;  elle  est  i[ù,  a)  pour  <i=  3  ;  i  (d^,  3)  pour 
d=  4,  parce  que  2  divisant  4?  le  terme  f  (o\  1)  doit  être  omis.  Et  ainsi 
de  suite. 

Ayant  admis  que 

/(-  ^^J)  =  fi^^j)  =  f{^^  -  7)» 
nous  devons  naturellement  admettre  aussi  que 

H-  ^^  j)  =  ^(-^r  7)  =  f  (-3^,  -  /)• 

De  plus,  il  est  clair  que  l'on  doit  avoir 

i{j,x)  =  -i\a:,jr). 

Sons  ces  conditions  la  formule  [g]  a  lieu,  quelle  que  soit  du  reste  la 
fonction  f. 

L'introduction  d'une  pareille  fonction  dans  les  formules  (B)  et  {b)^ 
de  nos  denx  premiers  articles,  en  aurait  aussi  abrégé  l'écriture;  mais 
c'est  ici  surtout  qu'elle  nous  a  semblé  utile. 

Pour  déduire  la  formule  (H)  de  la  formule  (f)j  il  suffit  de  supposer 
que  /{x^  j)  ne  contient  pas  j-  et  se  réduit  à  J  (ôc),  sous  la  condition, 
bien  entendu,  de  f  [—  x)  =  J  {x).  Il  est  d'abord  évident  que  les  pre- 
miers membres  de  {/)  et  (H)  seront  alors  identiques.  Examinons  les 
termes  dont  le  second  membre  de  la  formule  {f)  se  compose,  et  voyons 
ce  qu'ils  deviennent.  Le  premier  de  ces  termes  donne 

c'est-à-dire 

[Ç,(/«;-Ç(/;2)]/(o)-2;(^-0/(^. 

Ç(m)  étant  le  nombre  des  diviseurs  de  m  et  Ç,  [m)  le  ir  somme.  I*oiir 
trouver  ce  que  donne  le  second,  j'observe  que  la  somme 


dJW. 


devient  égale  à 
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quand  on  remplace  f{oc,  j)  par  f  [oc]  ;  mais  comme  dans 

nous  n'avons  ni  /(o\  !;,  ni  f  [ù,  ci),  et  comme  en  outre  nous  devons 
omettre  /"  (0",^^)  quand  j-  divise  d,  nous  perdons  j'  [ù)  un  nombre  de 
fois  marqué  par  'Ç[d)  :  il  ne  nous  reste  donc  à  sommer  que 

[<y-ï(rf)]/(<î); 

de  là,  pour  le  terme  que  nous  cherchons,  cette  valeur 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

Enfin  le  troisième  terme,  qu'on  doit  prendre  négativement,  fournil,  au 
signe  près, 

Il  faut  omettre,  dans  cette  somme  accentuée,  les  termes  où  le  nombre 
placé  sous  le  signe  /  divise  d.  Tout  calcul  fait,  on  retrouve  donc  le 
second  membre  de  la  formule  (H). 

IV. 

A  côté  des  formules  que  nous  avons  données  jusqu'ici,  on  peut  en 
écrire  d'autres  qui  sont  à  la  vérité  évidentes  et  comme  identiques, 
mais  qu'il  est  pourtant  bon  d'indiquer  parce  qu'elles  pourront  servir 
quelquefois.  Un  seul  exemple  suffira.  Plaçons-nous  donc  relativement 
ati  nombre  m  dans  les  conditions  que  suppose  la  formule  (/ ),  c'est-à 
dire  faisons  de  toutes  les  manières  possibles 

m  =  m'  -\-  m",     m'  —  d'  ù' ,     m"  =  d"  â", 
d'   â'   d\  â"  étant  des  entiers  positifs.  La  formule  citée  fournit  la  va- 
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leur  de  l'une  ou  de  l'autre  des  deux  sommes  triples  équivalentes 

l\l.l[/('i'  -  à%  0-  +  r)  -  f{d'  +  d",  ry  -  â-')] { 

et 

2 1 22  [/(^'  -  ^"'  ^'  +  ^"'^  -  /(^^'+  ^""^  'i'  -  ^")]  [- 

mais  nous  avons  admis  que  la  fonction  f{x,  y)  est  paire  relativement, 
aux  deux  variables  qu'elle  contient. 

Or,  en  désignanc  au  contraire  par  F  [x,  j)  une  fonction  impaire 
relativement  à  x,  nulle  pour  :c  =  o,  et  quelconque  du  reste,  on  aura 
évidemment 

Car,  d'une  part,  les  termes  pour  lesquels  d'  =  d"  sont  nuls,  puisque, 
par  hypothèse,  F(o,/)  =  o;  et,  d'autre  part,  les  termes  où  cl'  diffère 
de  d"  se  détruisent  deux  à  deux  comme  égaux  et  de  signes  opposés,  vu 
qua  toute  décomposition  ri'  â'  +  d"  â"  de  cette  espèce  répond  la  dé- 
composition inverse  d"  â"  -+-  d'  â'  pour  laquelle  d'  -~  d"  se  change  en 
d"  —  c/',  ce  qui  fait  changer  F  de  signe. 

De  même  si  la  fonction  F(j:,  j-)  était  impaire  par  rapport  à  r  et 
nulle  pour  j-  =  o,  on  aurait 

Si  donc  la  fonction  F  (.r,  j-)  est  impaire  tout  à  la  fois  par  rapport  à 
X  et  par  rapport  à  y,  et  nulle  pour  .r  =  o  et  pour  y  =  o,  les  deux 
équations  que  nous  venons  d'écrire  auront  lieu  à  la  fois.  On  |)0urra 
donc  en  conclure  a  fortiori  que 

si  22 [F  (^^'-^%  ^'  +  0  -  F(^"  +  ^\  d'  -  rr)]}  =  o. 

équation  qui,  du  reste,  aurait  encore  lieu  pour  une  fonction  non  im- 
paire, mais  symétrique  par  rapport  aux  deux  variables  oc,  j. 
Il  s'ensuit  que  la  formule  (  f)  peut  fournir  la  valeur  de  la  somme 

"^  1  yy  [  '^  {d'  ~  d",  â'  +  â")  -à(d'  -h  d",  r)'  -  c?")]  j, 
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ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  la  somme 

même  quand  ^  n'esf  pas  une  fonction  paire^^  (x,  j);  car  si  l'on  ajou- 
tait à  f  {x,j)  une  fonction  impaire  F  [x^  j)^  en  prenant 

le  second  terme  ne  donnerait  rien  dans  la  somme  relative  à  ^j;  :  et  il 
en  serait  de  même  si  la  fonction  F(x,  j)  n'étant  plus  impaire  était 
symétrique,  ou  enfin  si  elle  était  la  somme  de  deux  fonctions  l'une 
impaire  et  l'autre  symétrique  par  rapport  aux  deux  variables. 

Ainsi  nos  formules  ont  plus  d'étendue  qu'on  n'aurait  pu  le  penser 
d'abord,  d'après  l'énoncé  que  nous  avons  cru  devoir  en  donner.  Ajou- 
tons que  si  les  conditions  sous  lesquelles  nous  les  avons  présentées  sont 
toujours  suffisantes,  elles  ne  sont  pas  absolument  nécessaires;  de  sorte 
que,  même  en  laissant  de  côté  l'artifice  dont  nous  venons  de  nous 
servir  pour  en  tirer  de  nouveaux  usages,  elles  ont  un  peu  plus  de  géné- 
ralité que  nous  ne  l'avons  dit.  Cela  résultera  nettement  des  démonstra- 
tions très^simples  par  lesquelles  nous  les  établirons.  Mais,  au  fond, 
cette  extension  sera  peu  utile,  et  nous  devons  bien  nous  garder  d'in- 
sister longuement  sur  de  tels  détails. 
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SUR  LES  FRACTIONS    CONTINUES-, 

Par  m.  TCHEBICHEF  [*]. 


Traduit  du  russe  par  M.  I.-J.   Biexay.aié. 


PRÉSENTÉ    LE    12    JANVIER    lS55    A    l'aCADÉMIE    IMPÉRIALE   DES    SCIENXES    DE   SAINT-PÉTERSBOURG. 


Au  mois  d'octobre  de  Tannée  dernière,  j'ai  eu  l'honneur  de  présen- 
ter à  l'Académie  des  Sciences  un  des  résultats  de  mes  recherches  sur 
l'interpolation  :  c'était  une  formule  qui  représente  approximativement 
une  fonction  cherchée,  d'après  plusieurs  de  ses  valeurs  particulières, 
et  dont  les  coefficients  sont  déterminés  par  les  conditions  de  la  Mé- 
thode des  moindres  carrés.  Cette  formule,  comme  on  le  voit  par  mon 
écrit  inséré  dans  le  Bulletin  de  l'Académie  (t.  XIII,  n°  i3)  sous  le 
titre  de  Note  sur  une  formule  d'Analyse,  s'obtient  à  l'aide  du  déve- 
loppement d'une  certaine  fonction  en  fraction  continue.  Ajournant  ce 
qui  touche  aux  conséquences  de  cette  formule  relatives  à  linterpola- 

[*]  M.  Tchebichef  a  considéré  le  Mémoire  dont  nous  donnons  la  traduction  comme 
se  rattachant  aux  fractions  continues.  ]Mais  on  verra  que  ce  Mémoire  traite  réellement 
d'un  procédé  d'interpolation  par  la  méthode  des  moindres  carrés.  Le  problème  de 
l'auteur  ne  diffère  en  effet  que  par  l'énoncé  de  ceux  que  se  sont  posés,  d'une  part 
Legendre  ou  Gauss,  en  demandant  que  la  somme  des  carrés  des  premiers  membres 
d"un  système  d'équations  fùc  réduite  au  uiinimum;  de  l'autre  Laplace,  en  cherchant 
le  minimum  des  erreurs  dont  se  trouvent  affectées  les  solutions  de  ce  système,  obte- 
nues à  l'aide  de  multiplicateurs  linéaires. 

On  peut  voir  p.  3o6-3o'j  du  XVIIP  volume  de  ce  journal  (ou  bien  Comptes  tendus 
des  séances  de  l  ' Académie  des  Sciences ,  séance  du  4  juillet  i853)  qu'il  est  toujours 
possible  d'interpoler  une  série  quelconque  par  la  méthode  des  moindres  carres.  On 
trouve,  en  résolvant  les  équations,  les  fonctions  que  Gauss  a  distinguées  le  j)remier, 
et  qui  se  présentaient  si  naturellement  dans  la  théorie  des  équations  du  premier  degré. 
Lorsqu'au  lieu  de  donner  un  certain  nombre  de  valeurs  de  la  fonction  à  interpoler, 
on  la  regarde  comme  continue  entre  deux  limites  données,  les  (onctions  signalées  par 
Gauss  (et  qui  sont  celles  que  M.  Cauchy  a  désignées  par  A  dans  le  IP  volume  de  ce 
Journal),  ces  fonctions  deviennent  aussi  continues,  au  moins  entre  ces  limites.  Elles 
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tion,  jusqu'à  la  fin  de  mes  recherches  sur  ce  sujet,  je  vais  la  considé- 
rer ici  dans  ses  rapports  avec  les  fractions  continues,  comme  expri- 
mant une  propriété  particulière  de  ces  fractions. 

Je  commencerai  par  la  déduction  de  la  formule  que  j'avais  présentée 
sans  démonstration  dans  l'écrit  cité  tout  à  l'heure.  Ensuite  je  ferai  voir 
ce  qu'on  peut  en  tirer  relativement  aux  propriétés  des  fractions  con- 
vergentes qu'on  obtient  en  développant  de  certaines  fonctions  en  frac- 
tions continues. 

§1. 

Nous  commencerons  nos  recherches  par  la  solution  de  la  question 
suivante  : 

On  connaît  des  valeurs  de  la  jonction  F  [x]  pour  [n  +  i)  valeurs 
de  la  variable,  Xq,  x^^  x^,  ....  Xn,  et  Ion  suppose  que  la  Jonction  puisse 
être  représentée  par  la  formule 

a-^  bx-{-  cx^'-h  ...'\-  gx'"-* -h  hx'", 

r exposant  m  ne  surpassant  pas  n.  Il  s'agit  de  trouver  les  coefficients 
de  la  formule  en  les  assujettissant  à  ne  laisser  aux  erreurs  des  valeurs 
Y{Xq)^  ¥{Xi),  Y{xz),.-'^  Ff.r^),  que  la  moindre  iiifluence  possible 
sur  une  valeur  quelconque  F  (X). 


satisfont  alors  à  des  ôquations  aux  différentielles  partielles  du  second  ordre,  et  ce  sont 
les  fonctions  mc'ines  qui  ont  été  discutées  par  M]M.  Sturm  et  Liouville  dans  plusieurs 
beaux  Mémoire?  [voir  notamment  les  deux  premiers  volumes  de  ce  Journal).  Toutes  les 
fonctions  que  IMM.  Sturra  et  Liouville  ont  indiquées  par  la  lettre  V,  satisfont  aux  con- 
ditions de  la  méthode  des  moindres  carrés,  et  fournissent  autant  de  prorcdés  d'inter- 
polation, jouissant  d'un  minimum  d'erreurs;  de  même  que  la  formule  trigonométrique 
de  Fourier,  qui  a  été  employée  par  Bessel.  Réciproquement  les  coefficients  que  déter- 
mine la  méthode  des  moindres  carrés  jouissent  des  propriétés  qui  api)artiennent  aux 
fonctions  V.  C'est  là  ce  qui  rattache  cette  méthode  à  l'ensemble  des  théories  analytiques 
dont  elle  paraîtrait  isolée  par  son  origine,  due  au  calcul  des  probabilités.  Le  travail  de 
M.  Tchebichef ,  en  reliant  aux  fractions  continues  une  classe  au  moins  dos  fonctions 
ou  des  coefficients  mis  en  évidence  par  Gauss  dans  la  Méthode  des  moindres  carres , 
répand  une  clarté  nouvelle  sur  les  liens  cachés  qui  réunissent  les  diverses  parties  de 
l'analyse  des  séries  ou  de  l'interpo'alion.  Ce  sont  ces  considérations  qui  nous  ont  porté 
à  traduire  ce  morceau,  intéressant  d'ailleurs  à  d'autres  égards.        L-J.  Bieiîaymé. 
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On  obtient  immédiatement  cette  suite  d'équations 
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¥{jc^ 


-h  hxn  -^  ceci  ^  ...  ^  s,x'"   *  -4-  /vx';', 


F  [Xn)  =  a  -+-  bx,i  +  cx^, 


ax. 


Jioc'l 


Pour  exprimer  la  valeur  de  F(X)  à  l'aide  de  ces  équations,  nous  les 
multiplierons  par  des  facteurs  indéterminés  Xo,  X,,  Xa,."»  ^n?  ^'^  ï^^^^'s 
en  prendrons  la  somme 

XoF(xo)  +  X.r(^,)+  X2F(:r,)4-  ...  +  X«F(.r„) 
=  «(Xo-f-X,  -hX2+  ...-h  X„) 
-h   è  (Xo  Xo  4-  X,  jr,  +  X2  x^-h  ...  4-  X„  Xn ) 

4-    C  {loXl-i-\^x\-^l2^l^^  •'•  -^'^nXl) 


4-  g  Çko^T'  +  ^i  -^T'  +  >>2'^r'  -+-..•  4-  X^x;:'  '  ) 

4-    h  (Xo^o  +  X,  X"l  -^l.xl  4-  ...  4-  X„  X7,). 

Si,   maintenant,  nous   comparons   cette   somme  à  l'expression   de 
F  (X),  qui  doit  être 

F(X)  =  rt  -h  èX4-cX-4-  ...  -h^X'"-'  +  //X'", 

nous  trouverons  que  pour  assurer  la  relation 

F(X)  =  XoF(.ro)  4-  X,  F(x,)  4-  X^  "P^x,)-^  ...  4-  X„F(.r,), 
il  suffit  que  les  facteurs  Xq,  X,,  Xo,  ...,  X^^  satisfassent  aux  équations 
Xo  4-  X,  4-  X2  4- 4-  X„  =   I , 

'■0  "^0  ~^    '^t  X  f    4-    An  Xo   4~ 4~   //;   X,i  =    A:, 

,  XoX^4-  l^x;  4-  XoX^-  4- 4-  In  x^        =  X\ 

(0 


/.qXq       -h  /.f  X ^         1    /,2  X^ 
Aq  X Q  4~  Af  X  ^  4-  A2  X „   4~   . 


4-X„j:-:     =x-. 


37. 
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Lorsque  m  =  n,  ces  équations  déterminent  complètement  les  fac- 
teurs )>o»  ^-i  >  ^2?  ••••)  ^ff)  puisque  le  nombre  des  unes  et  des  autres  est  le 
même.  Dans  ce  cas  le  système  de  facteurs  ainsi  calculé  est  le  seul  qui 
puisse  former  les  coefficients  de  l'expression  générale 

F  (a:)  =  >.oF(^o)  +  >•.  F  (^,)  +  '^■2^  {^2)  +  ...  +  >.«F(^,). 

Si,  au  contraire,  m  <  n,  ces  équations  pourront  être  satisfaites  d'une 
infinité  de  manières,  et  cbaque  système  de  valeurs  assignées  aux  fac- 
teurs >.o,  ).,,  ).j,  ..,,  ).„,  dans  la  formule 

F(x)  =  ).oF(^o)  +  X.F(j:0  -^).^F{x,)-h  ...  -i-K¥{x„), 

fournira  une  expression  différente  de  F(X).  Mais,  d'après  la  dernière 
condition  du  problème,  il  faut  choisir,  parmi  toutes  les  expressions 
de  F  (X),  celle  dans  laquelle  les  erreurs  des  valeurs  F(jro)>  F(jCj)y 
F  [x-i),  .,.,  F  {jCf,)  ont  le  minimum  d'influence  sur  la  grandeur  cher- 
chée F  (jc).  Or  on  sait,  par  la  théorie  des  probabilités,  qu'on  par- 
viendra à  ce  but,  en  assujettissant  les  facteurs  ).„,  X,,  X21  ••••>  ^n  de  F(X) 
à  réduire  au  minimum  la  somme 

km  +  ky/r,  -hkni  +  ...  +  k!r;, 

dans  laquelle  kl,k\^  kl,  ...,  k^  désignent  des  quantités  proportion- 
nelles aux  moyennes  des  carrés  des  erreurs  des  valeurs  F  (Xq),  F  (x,), 
F(^2)i  •..^F(jc„).  On  voit  que,  pour  plus  de  généralité,  nous  suppo- 
sons différentes  les  unes  des  autres  les  lois  des  erreurs  de  ces(«  -f- 1) 
quantités.  Si  la  loi  de  probabilité  est  la  même  pour  toutes,  on  a  dans 
ce  cas 

A*Q  =  A'j  =  A"2  =  ...  =  A'„ , 

et  l'on  peut  réduire  ces  multiplicateurs  à  l'unité. 

La  solution  de  la  question  se  trouve  ramenée  par  ce  qui  précède  à 
exprimer  F(X)  par  la  formule 

F(X)  =  ).oF(.ro)  4-  ).,  F(:r,)  4-  >.oF(a%)  +  ...  -+-  X.F(.r„); 
en  déterminant  les  facteurs  ).  par  les  équations  (1),  et  par  la  condition 
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du  minimum  de  la  somme 

kl  II  +  k\  \\  +  ^^  X^-  4-  ...  +  kl  1^. 

Remarquons,  en  passant,  que  cette  condition  peut  être  étendue  au 
cas  même,  dans  lequel  m  =  n.  Car  les  facteurs  X  sont  alors  complète- 
ment déterminés  par  les  équations  (i),  et  la  condition  du  minimum  de 
la  somme  des  carrés  n'exige  plus  rien;  ce  qui  s'accorde  avec  ce  qui  a 
déjà  été  dit  de  ce  cas  particulier. 

Arrivant  au  calcul  des  facteurs  l^,  X,,  Xj,  ...,  X„,  supposons  qu.e6{x) 
soit  une  fonction  entière  de  x ,  qui  pour  les  valeurs  Xq  ,  jr, ,  j^a ,  . . . ,  x„ 

de  X,  prenne  respectivement  les  valeurs  T'T-'r'*"»  r*  La  somme 

kl\l-rk\\\-rk\\\-r...-^-kl\l 

s'écrira  sous  la  forme 


h-^{x,)  9'(:r,)  ô'(x,)  9^(^„)' 

Pour  déterminer,  par  la  condition  du  minimum  de  cette  somme,  les 
quantités  Xq,  X,,  X2,  ...,  X„,  liées  entre  elles  par  les  équations  (i),  nous 
en  prendrons  la  différentielle,  et,  suivant  le  procédé  ordinaire  des  mi- 
nima  et  maxima,  nous  l'égalerons  à  la  somme  des  différentielles  des 
équations  (i),  multipliées  chacune  par  des  arbitraires  u,o>  f-n  i^s,  ••• ,  /^/h 
respectivement.  Egalant  ensuite  les  termes  qui  auront  pour  facteurs 
(fXo,  d\^^  ^VXo, ...,  d\n-i  nous  trouvons  les  (n  +  1)  équations 


II 

(2)  ;  ^M^.; 


QÛT')'^  ^°+  p., <%',  4-^2X^4-  ...  -i-  ^,^jc'^^      • 


=  P'O  +  y-,  ^n  -f-  P-2  ^^  4-    ...    +  UmOCT.- 


9^  (-^n) 

Réunies  aux  équations  (1),  les  équations  (2)  déterminent  complète- 
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ment  les  (/z+  i)  inconnues  Xo,  X, ,  Xo,  ... ,  X„,  et  les  (m  +  i)  arbitraires 

Ainsi  toute  la  difficulté  est  ramenée  à  la  solution  de  ces  équations. 
Voici  le  procédé  particulier  que  nous  emploierons  pour  y  parvenir. 

§n. 

En  posant  9(^)  —  ^""^  ^' "^  "*"  ''"'"^  +  •  •  •  +  p^-^"* ^  ^^^^  transformons  les 
équations  (2)  en  celles-ci  : 

et  nous  en  tirons 

(3)  Xo  =  62(xo)9(xo),     X,  =  6^(^,)<P(-^.),  •••1    ln  =  0\a:„)<p{x„). 

Transportant  ces  valeurs  dans  les  équations  (i),  elles  prendront  la 
forme 

6'{Xo)(p(JCo)-hQ-{jc,)(p{a:^)       -+- -^6^  {jc„)'^{3c„)  =  i, 

Il  n'est  pas  difficile  de  remarquer,   sous  cette  forme,  que  les  pre- 
miers membres  sont  les  coefficients  de  -1  — •  —,^•■■1  — '  -z;;^,  ?   c^ans  la 

série  qu'on  obtient  en  développant,  suivant  les  puissances  décrois- 
santes de  X,  la  fonction 

9^(x.,)(j,(jo)        9-(:r.)  e>(j:.)    ^   ■         ^    G'(x„)(p(x„) 
X  —  Xo  X  —  .r,  ■     ■  X  —  Xn 

Les  seconds  membres  sont  de  même  les  coefficients  du  développe- 
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ment  de 


X  —  X 


Par  conséquent  ces  équations  peuvent  être  remplacées  par  la  condition 
imposée  à  la  différence  des  deux  fonctions 

i 1-  •  •    -1 fct 


X  —  X 


de  ne  point  renfermer  dans  son  développement  suivant  les  puissances 
descendantes  de  œ,  les  termes  en  -»  —  »  — v>  —  -, Si  donc  on  met 

X     x^    x^  x^     x""^' 

cette  différence  sous  la  forme  d'une  fraction  —,  le  degré  du  dénomi- 
nateur N  surpassera  le  degré  du  numérateur  au  moins  de  {m  -f-  ay. 
Les  équations  précédentes  se  réduiront  donc  à 

rj'{x,)rf{x,)      e'{x,]<p(x,)                &'(x„)'^(x„)           I  M 
1 (-.  .  .H ^ —  =  — • 

•27  iZ^Q  J?    ——  OC  \  %£  ■^~~  .7?^  JC  ■"—  J\,  IN 

D'un  autre  côté  en  posant,  pour  abréger, 

[JC  —  3C^)  {JC  —  X,)  ix  —  X.)  ...  [X  —  X„)  =  f  {X), 

et  désignant  par  U  la  fonction  entière,  contenue  dans  la  fraction 
•  î  on  sait,  par  la  théorie  de  la  décomposition  des  frac- 
tions rationnelles  en  fractions  simples,  que 

h^{x)^{x)f'{.r)  _  ,.     ,     hU.x,)o{x,:)  9'(.r,)-.(.r.)  ^  Ô'  (-^n)  ?  K) 

f[x)  .X  —  .r,  X  —  X,  X  —  x^ 

L'équation  formée  tout  à  l'heure  prendra  donc  la  forme 

0'(.r)y(x)/^(ar) ,_  ^  M 

/(.r)  .r  — X         N' 

ou  bien,  l'équivalente 

'x-y.)f'{.r)iy[x)  _  U  (x  — X)-f-  I  _  (.c-X}]M 

f  X  -^    x)  5.  .  «C  1   N 
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En  s'appuyant  sur  cette  relation,  il  n'est  pas  difficile  de  trouver  l'ex- 
pression de  la  fonction  ©  [œ). 

Remarquons,  en  effet,  que  la  fraction  ^ — ( .  \\     ^^^  d'un  degré  in- 
férieur au  degré  de  -j^ — ;.  Car  ç  [jc)  représente  la  quantité 

p.c  -f-  ui  X -h  Ui  x^  -{- .  .  . -h  'j.„  af 
.  , 

2 

et,  par  suite,  ne  peut  être  d'un  degré  supérieur  à  m.  En  même  temps 
le  degré  de  N  surpasse  au  moins  de  [m  +  2)  le  degré  de  M;  ainsi  la 

f  j. X  )  INI  ,   .      ,    .  ,  I 

fraction  ^ — —  est  d'un  de^ré  inférieur  à  celui  de  :• 

De  là,  nous  concluons  que  dans  la   relation  ci-dessus  la  fraction 
— ^^ -, — r^ reproduit  exactement  la  fonction  ■ ;:,   \   ' — ■ — -  au 

moins  jusqu'au  terme  du  des-ré  de  -r- — ;    inclusivement,    c'est-à-dire 

jusqu'au  terme  dont  le  degré  sera  celui  de  l'unité  divisée  par  le  carré 
de  son  dénominateur.  Mais,  on  le  sait,  ce  degré  d'exactitude  appar- 
tient exclusivement  aux  fractions  convergentes  obtenues  par  la  réduc- 

j      (x—X)/'(x)fiUx)  c  .  .  ^  ,  , 

tion  de  X.  \   — ^— ^en  traction  continue.  En  outre,  dans  la  suite 

de  ces  fractions  convergentes,  celle  qui  suivra  — j—y aura  né- 
cessairement un  dénominateur  d'un  degré  supérieur  à  m.  Car,  sans 
cela,  la  différence 

{x  —  X)/'{x)0'{x)        V{x  —  X)-{~i 

ne  serait  pas  d'un  degré  inférieur  à  —^ — - — : ,  comme  le  suppose  notre 
relation 

{x  —  X)/'{x)9'{x)  _  U(.r  — X)-|-  I  _  (.r  — X)M 

où,  on  Fa  vu,  la  fraction  — — ^  ne  peut  être  d'un  degré  supérieur 
à  (—  /7Z  —  i). 
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Ainsi,  la  fraction  — — — ;— r^ se  trouvera  au  nombre  des  fractions 

convergentes  dont   on   formera   la  suite,   par  le   développement  de 

^,  \  • — ^— ^  en  traction  continue  ;  et  dans  cette  suite  la  traction 

convergente,  qui  viendra  immédiatement  après,  aura  un  dénominateur 

de  degré  supérieur  à  m;  de  sorte  que  la  fraction      ^^  ~~    , — -j  dont  le 

dénominateur  est  d'un  degré  qui  n'excède  pas  772,  est  nécessairement  la 
dernière  fraction  convergente  de  dénominateur  d'un  degré  qui  n'ex- 
cède pas  ?ji,  dans  la  suite  des  fractions  convergentes  résultant  du  dé- 

veloppement  de  1  expression  ^ '         ' — ^—^  en  traction  continue. 

Cherchant  donc  cette  fraction  convergente,  si  nous  la  représentons 

par  ^ — [,  nous  aurons  1  équation 

U(^  — X)-|-  I  _  (^o  [x]  _ 

d'où 

U(x-X)-M  =  î^i4^- 

Cette  équation  suppose  que  le  produit  ç)"  [x)  (p  [x)  est  divisible  par 
ç>o  [x);  et  comme  les  propriétés  des  fractions  convergentes  exigent  que 
9®  (x)  et  foC-^)  soient  premiers  entre  eux,  rp^  (a?)  ne  saurait  diviser  le 
produit  sans  diviser  (p  [x).  Représentant  par  q  le  quotient  de  cette 
division,  nous  aurons 

et  cette  valeur  portée  dans  l'équation  qui  précède,  donne 

{]{x  -  X)  4-  T  =  qf{x). 

Pour  tirer  de  là  une  expression  de  9  (x),  nous  remarquons  que  cp  {x] 
ne  peut  être  d'un  degré  supérieur  à  m.  Si  doiic  le  facteur  90  (•^) 
est  du  degré  m,  le  facteur  q  se  réduit  à  une  constante.  Il  est  facile  de 
la  calculer,  car  en  posant  x  =  X  dans  la  dernière  équation,  il  en 
résulte 


I 


,=„»(X)     et     ,  =  ^.(^, 
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puis  enfin , 

Telle  est  la  valeur  de  la  fonction  ip  [x),  quand  <^o{x)  est  du  degré  m 
précisément.  Dans  tout  autre  cas,  le  degré  de  ç>o  (•^)  étant  moindre 
que  m^  le  facteur  q  de  l'expression 

<p(x)  =  <7  9o(-^) 

peut  recevoir  pour  valeur  une  fonction  entière  quelconque  de  jt, 
pourvu  que  le  degré  du  produit  q  Oq  [x)  ne  surpasse  pas  m.  Ainsi,  dans 
ce  cas,  il  y  aura  une  infinité  de  valeurs  de  la  fonction  cherchée  ç>'\r). 
Mais  si  l'on  convient  de  prendre  parmi  ces  valeurs  celle  dont  le  degré 
est  le  moins  élevé,  on  sera  de  nouveau  obligé  de  prendre  pour  q  une 
constante,  et  l'on  trouvera,  comme  précédemment,  pour  (p  (.r)  la  valeur 

D'après  les  équations  (3),  la  foncfion  ainsi  déterminée  donne 

>.o  =  $'(.To)<p(j:-o),       X,  =  S^ix^)(f{x^),  ...,)„  =  $- :x„)  (0  [x„), 

et  ces  valeurs  sont  les  coefficients  de  la  formule 

F(X)  =  XoF(^o)  +  hF{x,)  -4-  ...  -h  X.F(^„), 

j>ar  laquelle  F '^X)  est  exprimée  au   moyen   des  valeurs  particulières 

F(jro),  F{x,),  F{x2),  ...,  F(>„). 

Donc  on  aura  finalement  poin^  F  :  X)  l'expression 

Quant  aux  quantités  (po{x),  ç°  [x)^  on  a  vu  qu'il  suffisait,  pour  les 
déterminer,  de  réduire  en  fraction  continue  la  fonction 

et  de  prendre,  dans  la  série  des  fractions  convergentes,  la  dernière  de 
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celles  dont  le  degré  du  dénominateur  ne  surpasse  pas  m.  Le  numéra- 
teur de  cette  dernière  fraction  est  ç^  [x)  et  le  dénominateur  Ço  (•^)- 

La  question  que  nous  nous  étions  proposée  au  commencement  du 
premier  paragraphe,  est  ainsi  résolue. 

§111. 

En  examinant  la  formule  que  nous  venons  de  trouver,  nous  ne 
pouvons  manquer  de  nous  convaincre  qu'elle  doit  présenter  d'impor- 
tantes simplifications.  Effectivement,  d'après  la  nature  de  la  question, 
la  fonction  cherchée  F  (X)  doit  être  représentée  par  une  fonction  en- 
tière de  X,  tandis  que  la  formule  trouvée  par  nous  contient  le  déno- 
minateur ©°(X),  et  offre  une  composilion  telle,  qu'on  n'aperçoit  pas 
comment  X  disparaîtra  de  ce  dénominateur.  Cela  résulte  de  ce  que  les 
fonctions  ©^  (.r),  (po(x),  déterminées  par  le  développenîent  de  l'ex- 

pression  ^^ -ir-^^  '  en  fraction  contiiuie,  renferment  X  dans 

leurs  coefficients. 

Afin  d'amener  notre  valeur  de  F  (jr)  à  une  forme  qui  en  laisse  voir 
clairement  la  composition,  nous  allons  montrer  de  quelle  manière  on 

passe  des  fractions  convergentes  de  l'expression  ■^—^. -y-—,   aux    frac' 
tions  convergentes  du  produit  ^ y:         — ^— ^;  et,  par  suite,  à  la 

r  •  '?'{-'^) 

traction      ,    .- 

Pour  plus  de  simplicité,  nous  admettrons  que  la  fraction  continue 

I 


9,4- 


7' 


résultant  du  développement  de —  '  .^ — '  ■>  ne  contient  que  des  déno- 
minateurs g',,  ^2»  •••  tlu  premier  degré  en  j:;  et  que,  par  suite,  les 
fractions  convergentes 

q»       qoqi  +  ^       q^qiqi-h  Çi-^  qo 

— ,     ,     ■ 1  •  •  ■ 

1  7j  q>qj+  i 

ont  pour  dénominateurs  des  fonctions  des  degrés  o,  1,2, Nous  re- 

38.. 
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présenterons  ces  fractions  convergentes  respectivement  par 

irt{x)         Ttiix)         ff;(x) 


4'o(j:)'    ^i'.l^)'    ■^^i'^) 


»  • 


Il  convient  de  faire  observer  encore  que  dans  la  fonction  —    ,   .     ■ 

le  degré  du  numérateur  peut  être  moindre,  mais  d'une  unité  seule- 
ment, que  le  degré  du  dénominateur;  ce  qui  exclut  certains  cas  spé- 
ciaux, dépendant  de  conditions  particulières  entre  les  coefficients  des 
fonctions  6  {x)  et  f{oc),  et  donnant  au  développement  en  fracti&n 
continue  une  forme  telle  que  plusieurs  des  dénominateurs  ^,-,^21  ••• 
pourraient  être  du  deuxième,  du  troisième  degré,  ou  de  degrés  supé- 
rieurs. De  plus,  il  est  aisé  de  se  convaincre  que  cette  exception  ne 
saurait  exister  dans  la  fraction 

I 


î. + 


?=  + 


pour  aucun  des  cas  de  l'interpolation  ordinaire,  où  jTq,  ^,,  jTa,  ...,  cc„. 
racines  de  l'équation  f  [oc)  =  o,  ont  des  valeurs  réelles  toutes  diffé- 
rentes les  unes  des  autres,  et  où  la  fonction  d  [x]  ne  renfermant  aucun 
coefficient  imaginaire,  prend  pour  x  =  Xq,  Xt,  X2,  ...,  x^  les  valeurs 
finies  — '  -r'  r'  '  *  "  '  F'  ^^^^  ^^'^^^  hypothèse,  on  a  effectivement,  en  se 

"0       ni        Kj  fin 

servant  de  la  notation  de  M.  Cauchy  {Journalde  l'Ecole  Polyteckîùque, 
2 5*  Cahier), 

—  » 

-Hco 

et,d'aprèsleprocédéquisertà  déterminer  la  valeur  de  T  (('     V,    \     ) 

—  00 
il  est  visible  que  pour  fx  de  degré  [n  4-  1),  elle  reste  toujours  infé- 
rieure à  [n  H-  i),  si  dans  la  fraction 


7. 
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résultant  du  développement  de      ^    '   ^     -,  un  quelconque  des  déno- 
minateurs çf,,  ^2-»  Ç35  •••  PSt  d'un  degré  supérieur  au  premier. 

Convaincus   par   ces  considérations  que   les  limitations  que  nous 
avons  apportées  à  la  forme  de  la  fraction  continue  déduite  de  la  fonc- 

lion —    '         ' -,   n'ont  point  d'importance  particulière,  nous  pouvons 

abordera  présent  la  détermination  de  '^  ,'  ,  -,   c'est-à-dire  de  la  der- 
nière  des  fractions  convergentes  fournies  par  le  développement  de 

lexpression  • ' .,  \  ' — ^^ — '  -,  dont  les  dénominateurs  n'ont  pas  un 

degré  plus  élevé  que  m.  Nous  démontrerons  que  cette  fraction  est 
exprimée  par  la  formule 

•^„rXU.+,  [x)  -  ■];„+,  (X)  7r„  (x) 


— ^  r%(X)-i„^,(.r)--I-„ix)^„^,(X)l 

dans  laquelle  ^."^  )^\->  ^'""^'  ^       désignent  les  fractions  convergentes  de 

Ym  \x)      7/n+t  \X) 

l'expression      ^^J.    ,      >  dont  les  dénominateurs  sont  des  degrés  m  et 

m  -\-  \. 

En  effet,  la  composition  de  cette  formule  montre  avec  évidence  que 
son  dénominateur  se  réduit  à  une  fonction  entière  d'un  degré  qui  ne 
surpasse  pas  m.  D'un  autre  côté,  si  nous  prenons  la  différence  entre 

cette  même  lormule  et  lexpression  ^^ /,    ,   — —  ■>  nous  trouvons 

^  /(■^) 


\'h„^  (X)  -l^n^.,  [x)  —  ■^m[x)  %^.,  (X)] 


X  —  X 

et  cette  différence  ne  peut  être  d'un  degré  supérieur  à  celui  de 


^ [%(X)^,^J.r)  -,j.„r^)-j;„^,(X)] 


X— X 
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Car,  d'après  les  propriétés  des  fractions  convergentes,  les  deux  termes 

sont  d'un  deeré  moindre  que  -7— - ,  et,  par  suite,  que  \- 
Ainsi,  la  fraction 

1 

X  —  A. 

qui  a  un  dénominateur  dont  le  degré  n'excède  pas  m,  donnera  exac- 
tement les  termes  de  la  fonction 

(.r  — X)  /'{x)O'(x) 

jusqu'au  terme  dont  le  degré  est  le  même  que  celui  de  l'expression 
I  I 


Mais  cette  fonction  ne  peut  être  représentée  avec  cette  exactitude 
que  par  les  fractions  convergentes  que  donne  son  développement  en 
fraction  continue,  et  seulement  par  celles  qui  sont  suivies  d'autres 
fractions  convergentes  dont  les  dénominateurs  ont  un  degré  supérieur 
à  m.  Par  conséquent,  notre  fraction  est  au  nombre  de  ces  fractions 
convergentes,  et  comme  le  degré  de  son  dénominateur  ne  surpasse 
pas  m,  elle  est  la  dernière  qui  possède  un  dénominateur  de  cette  espèce, 

et  que  nous  avons  désignée  par      ,    .• 

Cette  conclusion  nous  permet  de  remplacer,  dans  la  formule  du  pa- 
ragraphe précédent, 

les  expressions 
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par  celles-ci  respectivement  : 


J 

b!^m{X) 

7""+'  ( 

'•^i 

,)  -  -^^-^i 

(X) 

^-ml 

v-^o 

')] 

Xo —  X 

.IXJ7.„^,(X) 

[^. 

,)-,};„^.(X) 

;x; 

(X 

.)] 

x,-X 

I 

(X) 

f.r, 

•W.  (X) 

n)   ^m+i 

7rm(X) 

1^- 

0] 

^„-x 

•i„  (X)  77;;,+  ,   (X  )  —  -i^^,  (X)  77„  (X) 

Mais  le  dénominateur  commun  de  toutes  ces  expressions  se  réduit  à 
(_.  i)'»  d'après  la  théorie  des  fractions  continues.  De  sorte  que  la  for- 
mule qui  donne  F(X)  se  ramène  à  la  forme 


F  (X)  =  (-  i)"  •>"'(^)'^-^-(-^»)-W(X)^.(^o)  ^2  (^^^^Y{œo) 

Xq  —  X 

4-  (_  i)-  '{'4X)-W,(^.)-%-..(X)^.(x.)  ^,  f^^^^^Yia:,) 


X,  —  X 


+   (_   ,\m  -^^X)  W.(^.)  -  -W.  (X)%(.r„)  ^,  ^^^Yix„). 

On  peut  l'écrire  sous  cette  forme  abrégée  : 

1  =  n 

F(X)  =  (-  ir  2  ^-^^^-^-"'^^^^-j^"'^^^  '-"^-^'^  b^-  {Xi)  F  (x,\ 


Voilà  donc  une  nouvelle  formule  propre  à  la  détermination  de  F  (X) 
au  moyen  des  valeurs  F(.ro),  F(X|),  F^Xa),  ...,F(.r„).  Elle  se  con- 
struit à  l'aide  des  fonctions  ^(^(x )  et  ^,n^^  (j?),  qui  sont  les  dénomi- 
nateurs  de  deux  des  fractions  convergentes   obtenues  par  le   déve- 

1  r  •  •  11)  •  y  (-^l  ^' (•^)  n  1 

loppement  en  traction  contmue  de  I  expression    —    '    .  .    •     De    Ja 

composition  même  de  cette  nouvelle  forme,  on  conclut  sur-le-champ 
que  c'est  bien  ime  fonction  entière  de  X. 
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§IV. 

Nous  allons  maintenant  faire  voir  comment  la  série  dont  nous  avons 
parlé  dans  la  Note  présentée  l'année  dernière  à  l'Académie,  se  dé- 
duit de  cette  formule;  et  elle  nous  servira  aussi  à  l'exposé  de  quel- 
ques propriétés  des  fonctions  (j>o  (x),  i|^i(j^),  ^2  (•^)?  •••?  déterminées 

par  le  développement  de  - — ..    . — -  en  fraction  continue. 

La  forMuile  que  nous  venons  de  trouver  donne  F  (X)  dans  l'hypo- 
thèse de  la  forme 

F  (.r)  =  a  H-  ^^  -h  ex-  -f-  . . .  4-  g'.x"*-^  +  hx"". 

Nous  représenterons  cette  valeur  de  F  (X)  par  Y;;,,  et  par  X^-s  ^a  va- 
leur deF(jr),  qui  serait  déduite  de  l'hypothèse  où  F  (jc)  serait  exprimée 
par 

F  {x)  =  <2  4-  ^jr  -f-  ex-  -4-  ...  4-  gx"^~\ 
La  formule  nouvelle  fournira  les  deux  valeurs  suivantes  : 

i  =0 


i  =rt 


(4) 

i=:0 

Prenant  la  différence  de  ces  valeurs,  on  trouve 


Les  propriétés  des  fonctions  '|,„+,  (x),  ij^^(jc),  4'm-i  (•^)i  permettent 
de  simplifier  notablement  cette  différence.  Ces  fonctions  sont,  en  effet, 
les  dénominateurs  de  fractions  convergentes  résultant  du  développe- 
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ment  de  1  expression        J,   :      en  une  traction  continue 


I 

7.  + 


<?2 


(.lans  laquelle  les  dénominateurs  9,,  q^-,  ■  •  •■>  ^m-,  Çm+n  •  •  •  doivent  être, 
par  hypothèse,  des  fonctions  linéaires  de  la  variable  x.  On  a  donc 
conséquemment 

q^     =z  A.^x  -h  Bt, 

q^     =  Aa^  -f-  B2, 


Par  suite,  la  règle  générale  pour  la  formation  des  fractions  convergentes 
donne 

—  [k^^,  X  4-  B^^,  )  (j;^  [x)  +  '^^.,  {x)  ; 

et  de  là 

'^,n^^  [oc)  -  6^_,  {x)  =  (A,„^,  X  +  B^^,  )  i];^  [x). 

Changeant  x  en  x,  et  en  X,  il  en  résulte 

^m^^  (J^^i)  -  ^m-i  [oCi]  =  (A^^,  Xi  +  V,,n^^)^m[Xi)  , 

'^m..  m  -d;^-,  (X)  =  (A,^,  X  +B,„^,)^,„{X). 

Si  l'on  transporte  ces  valeurs  dans  celle  de  la  différence  Y,„  —  Y,„_,, 
on  obtient 

Y    —Y 

_  ^         > ^  ^  K  (X)  -hm  N  (A;.^.  ■r.+B^+.)— %  (x,)  -Im  (X)  (A^^i  X-+-B^+,)  ^ 2  ,,  ^  ..  ^ 

1=0 
Tome  m  (2«  série).  -  Septembre  i858.  -^9 
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ou,  en  réduisant, 

Y,„-Y,„_; =(- ir  A„,^,d;,„(x)2;^,.(-^o^'(-^^)F(''^')- 

I=:0 

Posons  dans  cette  relation   m  =  i,  2,  3, .  .  . ,  (m  —  i),   m  successive- 
ment, nous  aurons 

Y,  -  Yo  =  -  A,  (j;,  (X)  2  ^.  (X,)  6'  {x,)  F  (^,)r 
Y,-Y,=        A3cb,(X)2^2(^/)^^(^/)F(^,). 


Y,„_.  -  Y^_,  =  (~  i)-'  A,„  d;,„_,  (X)  2  «j^,.-.  (^O  5=^  i^i)  F  (^,-), 

1=0 

Y^  -  Y^_,  =  (-  if  A,,,  ^,,  (X)  2  ^,n  (^/)  e'(x.-)F(^/)  ; 

et  la  somme  de  ces  équations  donnera 

Y,„-Yo--A,cl;,(X)5;^,(x,-)Ô^(^,)F(-^.-) 


+  (-ir-'A,„(|;,„_,(x)2J^.-.(^/)r'(^,)r(^/}r 

1=0 

H-(-irA,„,,^,(X)2<|;,„(^,)Ô»(x,)F(^,-)- 
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Y^  aura  donc  pour  valeur 

^,n  =  Yo  -   Â2  .},  ^X^  2  'î^<  ''■^')  ^'  (^^-i  ï"  (■^') 

*  1  =  0 


Pour  déterminer  la  quantité  \o>  faisons  m  =  o  dans  la  formule  (4), 
nous  trouvons 

'|o(-3^),  "l*!  (-^^j  désignent  les  dénominateurs  des  deux  premières  frac- 
tions  convergentes  de  l'expression  ri-.  t  dont  le  développement 
en  fraction  continue  a  reçu  les  formes 

7o  H =  7û  H 


I 
7,  H —  A,j:  4-  B 


Il  en  re'sulte 

6o(j:)=i,       6 J j:)  =  a,  j:  +  B,  ; 

et  la  fonction  Yq  devient 

Y^  ^  ^A,.,+  B.-A,X-B,  5,  ,^_^  p  j^^.  ^  ^_  ^'j,  ^^_ ,  p  ç^^  ^^  _ 

i=o  1=0 

qu'on  peut  écrire 

Y„  =  A,-|o(X)2%(^/)5M-^/)F(^«), 

pourvu  qu'on  se  rappelle  que  ^^[x)  ■=  i . 

39.. 
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Au  moyen  de  cette  valeur,  l'expression  précédente  de  Y,„,  ou  de  la 
valeur  de  F(X),  dans  l'hypothèse 

prend  la  forme  symétrique 

Y,„=A,4.o(X)2^oWôn^/)F(^.-)-A.i^.(X)2;i^.(^/)ôn^/)F(^,>... 


Dans  cette  expression,   les  fonctions  ^o[^)i  '^i{^)i  ']^i{x),...,  et  les 
constantes  A,,  Aa,  A3,...,  se  déterminent,  par  le  développement  de  la 

fonction       "^ — ^5  en  une  fraction  continue  de  la  forme 


I 

7,  H 


rj. 


73 


Les  fonctions  ^o[^)^  i^il-^^),  ^i{^)^-"  sont  les  dénominateurs  des 
fractions  convergentes  que  l'on  déduit  de  cette  fraction  continue;  et 
les  constantes  A,,  Ag,  A3,...  sont  les  coefficients  de  x  dans  les  déno- 
minateurs q^,  72»  fjzi-- 

Dans  le  cas  particulier  pour  lequel  la  loi  des  erreurs  est  la 
même  pour  toutes  les  quantités  F(Xo),  F(x,),  F  (0:2),...,  on  peut, 
conformément  au  §  I,  prendre  toutes  les  valeurs  A,,,  A,,  /.j,... 
égales  à  I,  et  par  suite  la  fonction  ô  (x)  déterminée  par  les  équa- 
tions 

se  réduit  elle-même  à  l'unité.  La  formule  trouvée  ci-dessus  prend  donc 
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alors  la  forme 

i=zn  i=.n 

Y,„=  A,  ^o(X)2^o(^/)F(^/)  -  K^.  (X)2^«  (■^/)F(^.-)  +  . .  - 

1=0 

Ici  'ho{^)j  "^ii^)-)  «j^af-^)»--")  A,,  Aa,  A3,...  se  déterminent  par  la 
fraction  continue  qne  donne  la  fonction  ---7— >.  C'est  de  cette  série  que 

nous  avons  parlé  dans  la  Note  déjà  mentionnée  [*].  Mais  à  présent  nous 
ne  nous  bornerons  pas  à  cette  hypothèse  particulière,  qui  réduit  la 
fonction  5  [x]  à  limité,  et  nous  considérerons  la  série  dans  sa  forme 
générale.  Nous  serons  ainsi  conduit  à  des  propositions  curieuses  sur  les 
fonctions  (i;o(jc),  ^i^,  (^),  ^^{x)^.... 

§  V. 
11  n'est  pas  difficile  de  voir  que  si  les  quantités 

sont  déterminées  exactement  par  la  formule 

-p  [x)  =  a  +  bx  ^  cx^  +  .  .  .  -h  gx'"-*  -f-  hx"', 

notre  série  donnera  l'expression  exacte  de  cette  fonction,  quelle  que 
puisse  être  la  fonction  Q  [x).  C'est  ce  qui  devient  évident,  si  l'on 
remarque  que  la  série  résulte  de  la  formule 

F(jc)  =  /oF(Xo)  +  /,  F (x, )  +  ...  +  >.„ F (>„}, 


[*]  La  Note  de  M.  Tcliebichef,  en  date  du  20  octobre  [\"  novembre  i854^  ne  con- 
tient effectivement  que  cette  formule  particulière.  Les  deux  pages  de  cette  Note  se 
trouvent  ainsi  reproduites  ici  tout  entières,  à  l'exception  du  corollaire  que  voici  : 
...  n  n  —  2  n  —  L  —  n 

«   Dans  le  cas  particulier  de  x,  =  -1  .r,  = ,  .r-,  = ,•••»  J^n  = ■■>  et  de 

'  n  n  n  n 

li   n  inBniment  grand,  cetîe  formule  fournit  le  développement  de  F  [j-]  suivant  les  va- 

»   leurs  de  certaines  fonctions  que  Legendre  a  désignées  par  X""  (  Exerc,  part.  V,  §  1 0}  ; 

X  -\-  1 
»   et  qui  sont  déterminées  par  la  réduction  de  l'expression  log en  fraction  con- 

»   tinue.    » 
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et  que  d'après  l'une  des  conditions  qui  fixent  les  valeurs  des  facteurs 

>.oj  'o  >-25 ••>'•/??  les  équations  suivantes  doivent  être  satisfaites  : 

ÂO  4-    ).,  -+-/2  +...  +  >.„  =1, 


Or  en  vertu  de  ces  équations,  la  somme 

XoF(^o)  +  X.  Fix,)  +  X2F(^,)  +  .  .  .  H-  X,F(jr„), 

quand  on  y  remplace  les  quantités  F  (jTo)»  F  (-^^i),  F(a'a),...,  F(:r„;,par 
leurs  valeurs  tirées  de  Téquation 

F  (jr  ;  =  rt  -f-  ^x  -h  cx^  H-  ...  -h  gx'"'*  -T-  hjc'", 

se  réduit  à 

a-^  bX-h  cX'  -h  ..  .-h  gX'"~'  -h  /zX'", 

expression  exacte  de  F(X),  d'après  l'hypothèse  même 

Y{a:)  z=  a  -\-  bx  -Jr  cx^  -+-...+  gx"^~*  H-  hx"*. 

Lors  donc  qu'il  s'agit  d'une  fonction  entière  F  (o"),  la  formule  du 
paragraphe  précédent  permet  de  la  représenter  ainsi  : 

iz=n  iz=in 

Y{X)=K^o[^)J^Uxl)Q^{x>)Y[x>)-k,^,{li)^^,{x^B\xi)Y[x,)^ 

(=0  i=0 

^{-  iT  \m^,^,n[X)'^^,^[xi)e'[Xi)Y{Xi). 

Si  nous  faisons 
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nous  trouverons 

1=0  /=o 

ou  bien,  en  mettant  tous  les  termes  dans  un  seul  membre, 

'■=0  1  =  0 

/=o 

Mais  comme  les  fonctions  ^o{^')y  ^i  {^)i  ^2{^)i---,  sont  respective- 
ment des  degrés  o,  i,  2,  3,...,  l'identité  précédente  suppose  que  chacun 
de  ses  termes  s'évanouit  séparément.  On  a  donc,  de  toute  nécessité, 

i:=n 

(-  i)"^A^^,'^^Ua:i)Ô'(a:,)  -1=0, 
(=0 


A^Sd>,{Xi)^,JjCi)6''{a'i)  =  o, 


7=0 

La  première  de  ces  relations  nous  donne 
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et,  en  observant  que  les  coefficients  A;„,...,  Aj,  A,,  diffèrent  tous  de 
zéro,  les  autres  relations  font  conclure  que 

/   i=n 


(5) 


i—n 


'^<^,{a:i)^^{Xi)Q'{a:i)  =  G, 


1=7! 


Il   est  par  là  manifeste  que,   pour  m'  différent  de   m,   la   somme 

i=n 

^^m{j^i)  '^m'i^i)  ^^ i^i)  ^st  égale  à  zéro.  Si  au  contraire  m'  =  m^  cette 

i=o 

somme  est  égale  à  —^ — —^  comme  on  Ta  vu  tout  à  l'heure.  On  a  donc 


A/n+i 


})our  le  coefficient  A,„+,  la  valeur 

A        — 


(-1)-" 


î=0 

On  en  déduit  pour  tous  les  autres  coefficients  A 


A,  =  - — 


A,= 


^V.{^i)^'{^i) 


2;^M--.)e'(^,) 


A,n+t 


^K{^i)^'[^i) 
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Si  l'on  introduit  ces  valeurs  dans  la  formule 

F  iX)  =  A.  d.0  (X)  2  ^0  N  ^'  {^ù  F (X,)  -  A,d.,  (X)  2;  ^.  (.r,-)  6\jo,)¥{,x>j  +  . 

;  =  O  i  =  O 

+  (-irA^^,.i,(x)2;'i',.(.r,)5n-^i)F(^e), 

elle  prend  la  forme 

F(X)  =1^:^ ^(X)  4-  ^-^.^ 'i',  (X)  +. 


(6) 


I  =:  0 


La  composition  de  cette  formule  fait  voir  qu'elle  ne  change  pas  de 
valeur,  quand  on  introduit  des  facteurs  constants  arbitraires  dans 
les  fonctions   d/^  (x)^   d»,  {x),   ^2  (''^]j  etc.    Il  sera  donc   possible  de 

prendre  pour  déterminer  ces  ronctions  le  développement  de — '   . 

en  une  fraction  continue  de  la  forme 


V 


V 


7^ 


quelles  que  puissent  être  les  constantes  L',  L",  etc.  On  sait  effective- 
ment que  les  termes  des  fractions  convergentes  déduites  d'une  expres- 
sion quelconque  par  le  développement  de  cette  expression  en  fraction 
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continue  de  l'une  des  deux  formes 


V 


9i  H 1^ 


q-i  H-  q-i  -f- 


ne  diffèrent  que  par  des  facteurs  constants. 

De  la  même  manière,  précisément,  les  équations  (5)  resteront  com- 
plètement exactes  pour  les  fonctions  ^^  (jc),  '^^  (x),  ^^  {œ),  etc.,  déter- 
minées par  le  développement  de  —^ — -  en  une  fraction  continue  de 

la  forme 

V 


-/o 


1/ 

71  H 


car  elles  ne  seront  point  altérées  par  l'introduction  de  facteurs  con- 
stnnts  quelconques  dans  les  fonctions  <^q  (x),  (j;,  (x),  à^  (x),  etc.  Ainsi 
en  procédant  actuellement  aux  applications  de  la  formule  (6)  et  des 
équations  (5),  nous  ne  serons  point  arrêtés  par  la  supposition  faite 
d'abord  dans  les  paragraphes  précédents,  et  d'après  laquelle  les  numé- 
rateurs L',  L",  etc.,  devaient  être  égaux  à  l'unité  dans  la  fraction  con- 
tinue 


L' 


7^-f- 


qui  servait  à  construire  les  fonctions  <\io  {x),  cj;,  {x),  ^^  {x)j  etc. 

En  vertu  de  ces  équations  (5),  il  existe  encore  des  relations  remar- 
quables entre  les  fonctions  ^^  (x),  t];,  {x),  ^^  {^),  etc.,  et  on  y  par- 
vient sans  peine  à  l'aide  de  la  formule  (6),  en  la  comparant  pour 
m  =  ?i,  avec  la  fornîule  d'interpolation  de  Lagrange. 

Pour  m  =  71,  ou  effet,  la  formule  (6)  donne  à   l'expression  d'uwe 
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fonction  du  fi'^"^^  degré,  par  les  valeurs  qu'elle  reçoit  des  valeurs  de  la 
variable  jc  =  jc„,  jr<,  Xo,,..,  JC„,  la  forme  que  voici  : 

i  z=  n  i  ■=.  n 

F  (^)  -  ^^/b to(X)  +  ^^^^ J>,  (X)  +  . . . 

1=0  1=0 

i  ^^  n 

+  ^-^^7^ un 

i  =  0 

La  formule  de  Lagrange  exprime  la  même  fonction  par  la  forme 

yfX  — ■ri)(X  — J7,)...  (X  — ■r,-_,)(X  — x,-^,).  ..   p  ,       >, 

Zé[x,-.T,){.T.,-x.,)...  (^,-.r,_.)(X-^,-^,)--  •       ^'  ''^^ 
i  =  o 

L'identité  de  ces  deux  expressions,  quelles  que  puissent  être  les  valeurs 
de  F  (Xq),  F  [x^  ),  F  (xj),...,  F  (j^„),  exige  que  les  termes  qui  ont  ces 
fonctions  pour  facteurs,  soient  les  mêmes  dans  l'une  et  dans  l'autre. 
Si  doue  on  compare  les  termes  qui  multiplient  F(x,),  on  aura  la  re- 
lation 

(X  — x,)(X  —  Xj). .  .  (X  —  x,_,)(X  —  .?-,•+,).  .  . 


[Xi  —  Xt  ]  [Xi  ~X-,].  ..   {  Xi Xi_,  )  [Xi  —  Xi^,  ).  .  . 

U^,)9^{xi)  ■l^,{x,)Q--{xi) 


J  =  o  /  =  o 

■i^4xi)6^Xi) 


un 

i  =t  0 

4o., 
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Si  l'on  fait  X  =  jCj.,  pourvu  que  j'  ne  soit  pas  égal  à  /,  on  obtient 


2 '!■;(•")  «'(*•■) 

i  =  O 

Par  l'introduction  du  facteur       -^    on  peut  écrire  cette  expression  de 
la  manière  suivante  : 

i  :^  n  '  I  =  n 

J  =  0 


1  =  0 


+ 


^rn{-^ô^'{< 


Faisant  au  contraire  X  =  jc,,  nous  aurons 

'    —  ,_  „  r-  .-_  .. r  .  .  .  -h  ■: 


2  -^0  ^-^'O ^'  (^')    2  ^'  ^^'^ ®'  ("'••)         2 ■•^"(■'^'-^ ^' (•'^'■) 


'"=0 


Ces  équations,  réunies  aux  équations  (5),  établissent  une  propriété 
remarquable  des  fonctions  déterminées  par  la  formule 


^ 


■l„,{x)()  {x) 

=  n 
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Désignons  ces  fonctions  par  0,„  (^),  les  équations  construites  tout  à 
l'heure  nous  donneront 

m  =r  o 

tant  que  j  diffère  de  /;  et 

m  =  n 
m  z=o 

pour  y  =  i.  D'après  la  forme  de  la  fonction  0,„  (œ)  et  les  équations  f  5), 
il  est  aisé  de  remarquer  que 

2  ^m  [Xi)  ^m'[0Ci)  =0       ou        =:  I , 

selon  que  m'  différera  de  m,  ou  sera  égal  à  m.  Car  la  somme  dont  il 
s'agit  devient^  par  la  substitution  des  valeurs  de  0^  (^),  O^-  [x], 


V 


^^-M^O^M^.)!/  ^:,^Ui)^^(x.] 


Or,  d'après  les  équations  (5),  le  numérateur  s'annule  si  m'  n'est  pas 
égal  à  ^z  ;  et  si  m'  =  m,  il  devient  égal  au  dénominateur,  ce  qui  ré- 
duit la  fonction  à  l'unité 

Ces  propriétés  conduisent  à  une  autre  que  possède  encore  la  fonc- 
tion 

/i  :=  n 


i/2^^.(^.) 
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composée  avec  les  fonctions  ^\)q[oc),  ^,  (x),  (|i2  (■^))  etc.,  qui  servent 
de  dénominateurs  aux  fractions  convergentes  déduites  du  développe- 

ment  de  la  fonction  —    '    ,        en  une  fraction  continue  de  la  forme 

V 

70  H 


L" 


fj7 


Si  de  toutes  les  valeurs  de  la  fonction^,,,  (oc),  obtenues  en  faisant 
m  =  0,  I,  2, •••5  n  et  X  =z  x^^  jr,,  Xj,.--?  ^m  on  compose  le  carré 


/rt  somme  des  carrés  des  termes  d  une  rangée  quelconque^  horizontale  ou 
verticale,  sera  égale  à  l'unité:  la  somme  des  produits  des  termes  corres- 
pondants de  deux  rangées  horizontales  ou  verticales  sera  égale  à 
zéro . 

La  construction  de  carrés  de  cette  espèce  fait  le  sujet  d'un  Mémoire 
d'Euler  intitulé  :  Problema  algebraicum  ob  ajjectiones  prorsus  singu- 
lares  memorabile  (N.  Comm.,  t.  XV). 

§  VIL 

Les  équations  (5)  démontrent  encore  facilement  une  propriété  parti- 
culière aux  fonctions 

il;,  {x),   à.[x\  ^^[x),..., 

comparées  à  toutes  les  fonctions  de  même  degré  et  de  même  coet- 
cient   de  la   plus    haute   puissance  de      x    :   pour   ces    fonctions  les 
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sommes 

i  :=  n  i  ^  n  i  z^  n 

ont  la  plus  petite  valeur  possible. 

En  eifet,  comme  les  fonctions  ^^{oo),  ij;,  [œ),  vj^o  {x),...,  ^\i„,[x)  sont 
respectivement  des  degrés  o,  i,  a,.--?  '",  toute  fonction  entière  A^  du 
degré  m  peut  être  exprimée  ainsi  ; 

Y  =  A^o{^)  ■+■  Bij/,(^)H-  C^^[x-)+...-h  HtJ;„,(^). 

Mais  ici  il  faut  prendre  H  =  i,  puisqu'on  suppose  que  le  coefficient 
de  x"^  est  le  même  dans  V  et  dans  'lim{x).  On  aura  dans  cette  hypo- 
thèse 

Y  =  A^J,,t)  +  B^,{x)  -h  C^,{x)  +...-{- ^r.{x). 

Il  s'agit  de  trouver  les  valeurs  des  coefficients  A,  B,  C,  etc.,  qui  rendent 
un  minimum  la  somme 

i  =  n  i  ^  n 

Le  procédé  connu  du  calcul  différentiel  nous  donne  les  équations  sui- 
vantes : 

i  ^^  n 

2  ^  [A^„(.r,)  4-  B-i,  (x,)  +  C-k(a-,)  +.  ..-h -h  (x,-)]-}„  (x,)  6'  (x,)  =  0, 
/  =  o 
i  :=  n 

1  =  0 

1  =  n 
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Les  équations  (  5)  les  réduisent  à  un  seul  terme 

i  ^=  n 

i  ^  o 

i  =  n 

i  =:  O 

i  :=  n 


d'où  l'on  tire 

A  =  o,     B  =  o,     C  =  o, — 

i  =:  n 

Ainsi  les  conditions  du  minimum  de  la  somme  ^V^Ô'^  (^j),  quand 

i  =  o 

V  est  de  la  forme 

V=  Atj;o(^)  +  B4^,  {x)  +  C^2{x)  4-...+  ^„,{x) 
sont 

A  =  o,     B  =  o,     C  =  o,.--j 
et,  par  suite, 

On  démontre  encore   sans  difficulté  que  si   l'on  emploie  la  for- 
mule (6) 


^V.i^i] 


.^i 


i  =:  n 

1^ 

l  =  0 

:(^- 

i)^H< 

) 

i  =  n 

:)9' 

(x,)Fi 

-0 

i  =  0 
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à  déterminer  par  approximation  une  fonction  quelconque  F(X), 
on  obtiendra  pour  l'exprimer  une  fonction  entière  du  degré  m  telle, 
que  la  somme  des  carrés  des  différences  entre  les  valeurs  de  cette 
fonction  entière  et  les  valeurs  correspondantes  de  F  (a?)  pour  a;  =  o, 
vT,,  a^a,...,  a7„,  multipliés  chacun  par  6' (vT^),  Ô*  (a^i),  Ô*  (0:3),  etc.,  res- 
pectivement, sera  un  muiimum. 

Représentons  effectivement  la  fonction  cherchée  sous  la  forme 

k^o{X.)  H-  B^,  (X)  -h  C^2(X)  +.  .  .  -I-  Htj;;„(X), 

et  cherchons  les  valeurs  des  coefhcients  A,  B,  C,...,  H  pour  lesquelles 
la  somme 


i  =  0 

sera  un  minimum.  Nous  trouverons  les  équations 

i  =  n 

i  —  O 

i  :=z  n 

2  2  t^  (■^')  -  A-l-ol-r,)  -  B^,  (x,)  —  C-l,{xi)  -...-  E^^{xi)]  J;,  (x.)â'  (x.)  =  o, 

i=  n 


En  vertu  des  relations  (5),  ces  équations  se  réduisent  à  la  forme      * 


i .— o 


i .—  o  »■  =  o 
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»  =  0  i  =  o 

I  =  f>  «=  n 


d 


ou 


^  2  ^  (•^')  ^'"(■^•)  ^'(^')  -  ^«2;  ^.'.(^.)  5»  (^/)  =  o, 


A=:'-^.î^r-: , 


B 


C  = 


'  =  o 
j  =  n 

;  =^  o 

: J 

i=z  n 

i  :=  O 

I  =;  n 
1  =  o 

i  =:  n 
J  ;=  o 
t=  Il 


H  =  ^-^ 


2;^-(^'/^^i-^') 
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En  reportant  ces  valeurs  dans  l'expression 

At;;o(X) -f-B^l;,(X)  ■+- C^,(X)  +  .  .  .  4-  H^,„(X), 

nous  trouvons,  conformément  à  ce  qui  a  été  avancé,  que  la  formule 
cherchée  pour  F(X)  est  précisément 

i  =  n  1=  n 

'■^h-n ^o  (X)  +  ^^fc; ^,  (X) 

I  =  o  j  =  o 

i  =  n  i  =  n 

2  h  (•^-•)  9'  i^i)  F  (x,-)                                    2  %  ,>,)  ô'  (x,)  F  (x,  ) 
4-  L^i^ : 6..    X)  H-  ...  4-  '-^^ d.,,  (X). 


Extrait  du  tome  IIÎ  des  Outchenia  Zapishi  [Mémoires  savants]  de  l'Acadcniie 
impériale  des  Sciences,  pour  la  i"  et  la  3*  classe. 
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SDR 

DEUX    INTÉGRALES    DÉFÎMES    DOUBLES; 
Par  m.  BESGE 


Soient  a  et  b  deux  constantes,  et  se,  j  deux  variables  continues 
de  o  à  I .  Posons 


\xy{\  —  j)  ^_  \V(i 


J)(I  — 


(  I  -H  v'  I  +  ''^  )  V  1+^7  I  -+-  V  1  +  aa: 

et 


v-^jr(i  —  jj         ^     ^  _  y/j  (t  — j)(i  — -3?)^ 


(  I  H-  V'  1  H-  ^-r  ;  V  I  H-  «  J 


H-S  I 


expressioiis  dont   les  deux  dernières  se  déduisent  des  deux  première* 
par  une  simple  permutation  des  constantes  n  et  b. 
Je  trouve  que  les  deux  inlégraies  définies  doubles 


f{(t,(i)dxdY 


>o     x{i—x)\Jy{i  —  x) 

et 


r'    r^     /{y,§}dxdf 

4/0       Jo      x{l  —x)  s/f{l  —  jr) 


sont  égales  entre  elles,  quelle  que  soit  la  fonctiony^  pourvu  cependant 
qu'elle  soit  telle,  que  les  deux  intégrales  citées  aient  un  sens  précis  et 
représentent  en  géométrie  des  volumes  finis. 

On  peut  démontrer  ce  théorème  de  plusieurs  manières.  Bornons-nous 
à  indiquer  le  développement  des  fonctions  /  (a.  |S),  /  (7,  à)  suivant 
les  puissances  des  variables  a,  /5  ou  y,  (?. 
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QUELQUES  FORMULES  GÉNÉRALES  QUI  PEUVENT  ÊTRE  UTILES 
DANS  LA  THÉORIE  DES  NOMBRES; 

Pak  m.  J.  LIOtVILLE. 


SIXIEME    ARTICLE. 


Dans  les  formules  que  nous  avons  données  jusqu'ici,  on  ne  consi- 
dère qu'un  seul  mode  de  partition  du  nombre  auquel  on  rapporte  les 
calculs.  Ce  mode  de  partition  change,  il  est  vrai,  d'une  formide  à  ime 
autre;  mais  il  est  unique  pour  chacime  d'elles.  Voici  maintenant  une 
formule  d'un  genre  nouveau,  où  l'on  aura  à  s'occuper  à  la  fois  de  deux 
modes  de  partition  distincts. 

Soit  m  un  nombre  impair  quelconque.  Décomposons  d'abord  son 
double  en  une  somme  de  deux  entiers  impairs,  de  manière  à  avoir 

2  77Z  =r  m'  -(-  Ul\ 

m'  et  m'  étant  impairs  et  positifs.  Puis,  décomposons  le  nombre  m  lui- 
même  dans  la  somme  d'un  entier  impair  et  d'im  entier  pair  pour  le- 
t[uel  nous  mettrons  en  évidence  la  puissance  de  n  qui  le  divise;  eu 
d'autres  termes,  faisons 

m  =:  lUi  ■+-  -i^-  m 2, 

nif  et  /«2  étant  deux  entiers  positifs  impairs.  Et  ces  deux  modes  de  par- 
tition ainsi  établis,  décomposons  de  toutes  les  manières  possibles 
m,  m',  m",  m,,  /«a  en  deux  facteurs,  naturellement  impairs,  en  prenant 

m  =  d(^,     m'  =  d' c^,     m"  =  d"  â'\     m ,  =  d,  c?, ,     m.,  =  d.,  ù^ . 

C'est  aux  diviseurs  ainsi  obtenus  que  s'appliquera  notre  fornnde. 
Désignons,  en  effet,  par  'P[x)  une  fonction  de  x  impaire,  ou  plutôt 
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telle,  que  l'on  ait 

F(o)  =  o, 
et,  en  outre, 

F(-^)=_F(^), 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  dont  on  aura  à  faire  usage.  La  somme 
triple 

étendue  à  tous   les  di%'iseurs  d ,  d"  appartenant  aux  groupes  successifs 
m' ,  m"  fournis  par  Féquation 

2  m  =  m'  -h  m., 

sera  une  des  quantités  que  nous  mettrons  en  œuvre.  Il  faudra  v  joindre 
la  somme  simple 

2F(2,-/), 

qui  porte  sur  les  diviseurs  d  du  nombre  fondamental  m,  et  une  somme 
double 

que  l'on  pourrait  écrire,  avec  plus  de  netteté  peut-être, 

on  désigne  ici  par  ^(mj)  le  nombre  des  décompositions  de  ifti^  en  une 
somme  de  deux  carrés  impairs;  ou,  autrement  dit,  l'on  fait 

j  ai  déjà  employé  cette  notation  dans  les  articles  précédents.  Pour  effec- 
tuer la  somme  double  indiquée 


^^pini,   F(;2r/,), 
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il  faut  prendre  successivement   les   divers  groupes   d'entiers  impairs 
m,,  Wo,  pour  lesquels 

m  =  uii  -h  i^'m^^ 

former  pour  chacun  de  ces  groupes  la  somme 

relative  aux  diviseurs  de  m,,  et  faire  le  total  des  produits 

Cela  posé,  je  dis  que  la  somme  triple  dont  nous  avons  parlé  d'abord 
est  égale  à  la  somme  simple  augmentée  de  quatre  fois  la  somme 
double.  En  d'autres  termes,  je  dis  que  l'on  a 

(S  —  I 

Soit,  par  exemple,  m=.  3.  On  aura  trois  décompositions  de  im  sous 
la  forme  m' H-  m",  savoir 

6=1+5,     6  =  3-f3,     6  =  5-4-1, 

ce  qui  donne  pour  d' ,  d"  les  valeurs  conjuguées  suivantes  : 

d'  =z  i,     d"  =  I  ;     d'  =  i ,     d"  =:z5  ; 
d'={,     d"=\;     d'=i,     d"=:3;     d'=3,     d"=i;     r/'=3,     d"=3; 
d'=i,     d"=i;     d'=5,     d"=\. 

Comme,  par  la  nature  de  la  fonction  F,  on  a 

F(o)  =  o,      F(-2)=-F(2),      F(-4)=:_F(4), 

la  valeur  de  la  somme  triple  est  ici 

F(6)-f-5F(a.). 


328  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

Or  c  est  bien  ce  que  nous  donne  le  second  membre  de  la  formule  (L); 
car,  d  une  part,  on  a 

VF(i2^)  =  F(6)  +  F(2); 

et,  d'autre  part,  3  n'étant  susceptible  que  d'une  senle  décomposition 
de  la  forme 

savoir 

3=1+2.1, 

ou  ne  peut  faire  que  ///,  =  i,  "^2  ==  '?  d'où 

42;2;/^('"0F(2^.):=4p(')F(^)  =  4F(2); 

la  somme  est  F  (6)  -f-  5F  (2),  comme  il  le  fallait. 
En  prenant 


f  {jc)  =  JC, 


la  formule  (L)  nous  donne 


d"-i 


ce  que  l'on  peut  écrire 

^^,  {m')p  {m")  =  Ç,  {m)  -i-^^C,  [m,]  p  ^m^, 

en  observant  que 

d"-i 

d'après   une   convention  faite  plus  haut,   et  en  représentant,  suivant 
notre  coutume,  par  T,  (m)  la  somme  des  diviseurs  de  tout  entier  m. 
La  formule 

V  r,  (  m')  p  ^m")  =  Ç,  (m)  +  4  ^  ^«  (^'  ^  P  '' '">) 

exprime  le  théorème  que  voici  : 
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((  Soit  A  le  nombre  des  décompositions  de  l'octiiple  d'un  nombre 
>»   impair  m  sous  la  forme 

B>m  =  jc^  -t-  J--  +  2-  H-  ^^  -+-  2  [lî^  -\-  v^), 

»  Xf  jr^  2,  ^,  Uj  V  étant  des  entiers  impairs  positifs.  Dans  la  même  hy- 
»  pothèse  sur  x,  ^,  z,  /,  w,  v,  soit  B  le  nombre  des  décompositions  du 
)'   quadruple  du  même  nombre  sous  la  forme 

))   où  l'exposant  a  est  à  volonté.  On  aura 

A=:4B4-Ç,(77l).  « 

Souvenons-nous,  en  effet,  que  Ç,  [m)  est  le  nombre  des  décompo- 
sitions de  4 'w  en  une  somme  de  quatre  carrés  impairs,  comme  p  [m] 
est  le  nombre  des  décompositions  de  2  m  en  une  somme  de  deux 
carrés  impairs.  Alors  nous  conclurons  sans  peine  de  l'équation 

8/»  =  4'^'  +   2.2/7î", 

que 

de  même,  à  l'aide  de  l'équation 

4m  =  4'^4  -^  [\.'i'^m.i  =  [\m^  -\-  2*  .  2/7^3, 
nous  obtiendrons 

De  là  resuite  immédiatement  le  théorème  que  nous  venons  d'énoncer. 
On  pourrait  arriver  encore  à  d'autres  résultats  curieux  en  prenant 

et  surtout  en  posant 

F  [x]  =  sinx^, 

où  t  désigne  une  constante  arbitraire.  Mais  je  me  contente  de  trans- 

Tome  ni  (î*  série).  —  Septembre  i858.  4^ 
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crire  l'équation 

à  laquelle  cette  dernière  hypothèse  conduit.  Nous  reviendrons  un 
jour  sur  ces  détails  :  passons  à  une  autre  formule. 

Cette  fois  encore  nous  opérerons  sur  un  nombre  impair  /»,  et  après 
avoir  posé,  comme  tout  à  l'heure,  de  toutes  les  manières  possibles 

?/z  =  7/2,  +  a'^'v/Za,     //2,  =  <y)0^,,     m.i^d^àz, 

d,,  c?,,  (7^,  o\  étanl  des  entiers  positifs  impairs,  nous  ferons 

m  =  m  ~\-  m"  -+■  m"., 

m',  m",  m"  étant  aussi  impairs  et  positifs,  de  sorte  que  le  non)bre  m  se 
trouvera  décomposé  en  trois  parties,  et  non  plus  en  deux  parties  seu- 
lement. Nous  introduirons  d'ailleurs  les  diviseurs  de  m,  m',  m",  m" 
en  posant 

m  =  dû,     m'  =  d'â',     m"  =  d"  â",     m'"  =  d"  $'"  ; 

et  c'est  dans  une  fonction  'P {oc)  semblable  à  celle  de  la  formule  (L), 
c'est-à-dire  remplissant  les  conditions 

F(o).=.o,     F(-^)  =  -F(^-), 

que  nous  allons  les  faire  entrer. 

Il  faut  se  représenter  d'un  coté  la  somme  quadruple 


21: 


2  [F  {d'+  d'+d'")  +  ^{d'—  d"—  d'")  —  F  (f/'+ r/"-  d'"  ) -  F(rf'—  d"-^  d"')]  j 


relative  aux  diviseurs  d\  d".  d'"  des  nombres  impairs  conjugués  m', 
m",  m'"  dont  la  somme  est  égale  à  i?i  ;  d'un  autre  côté,  il  faut  prendre 
la  somme  double 
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ou  i^,  (wo)  désigne  la  somme  des  diviseurs  de  m^,  et  qui  concerne  le 
mode  de  partition  marqué  par  l'équation 

m  =  m,  -+-  3"'/72.j. 

Je  dis  qu'en  ajoutant  huit  fois  la  somme  quadruple,  à  vingt-quatre 
fois  la  somme  double,  on  obtiendra  un  total  équivalent  à  la  somme 
simple 

qui  ne  porte  que  sur  les  diviseurs  du  nombre  m.    ■ 
En  d'autres  termes,  on  a 

(M)        ^^^-^l-Fid'  +  cr -d"')~F{cr-d"-i-d"')\\ 

Ainsi,  par  exemple,  en  prenant 

F(jc)=zjc\ 
on  arrive  à  la  formule 

d'où  l'on  peut  tirer  un  théorème  sur  la  décomposition  des  nombres 
en  douze  carrés,  savoir  :  «  Soient  m  un  entier  impair,  G  le  nombre  des 
»  décompositions  de  lim  en  une  somme  de  douze  carrés  impairs,  et  H 
»  le  nombre  des  décompositions  de  8  m  en  une  somme  de  huit  carrés 
)>  impairs,  formant  un  total  dont  le  quotient  par  8  soit  impair,  plus  le 
»  produit  d'une  somme  de  quatre  carrés  impairs  par  une  puissance 
»   de  2.  On  aura 

En  prenant 

¥{x)  =  sinxt, 

où  t  désigne  une  constante  arbitraire,  et  en  posant  pour  tout  nombre 

42.. 
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impair  m  =  dû, 

on  trouverait 

32  2;<|^(m')^(m")^(w")  =  2(1-. /=)sinr/x  + 242']' ("^.)Çi  ('"=)• 

Et  ainsi  de  suite. 

Au  reste  il  est  aisé  de  ramener  la  formule  (M)  à  une  autre  qui  ne 
dépendra  plus  que  d'un  seul  mode  de  partition  du  nombre  }7i,  savoir 
du  mode  indiqué  par  l'équation 

m  =  7/2,-1-  i^-m.j, 

et  en  même  temps  de  réduire  à  une  somme  triple  la  somme  qua- 
druple que  cette  formule  contient.  Rien  ne  nous  empêche  en  effet  de 
prendre 

77i"  =  m^,     d    =^  d^,     0'"'  =  (?,, 

pourvu  que  nous  prenions  aussi 

2'^ -m  2  =  ni  +  m" . 

Cela  admis,  faisons  pour  chaque  valeur  de  7?/,,  considérée  comme  fixe, 

Y{x  +  d,)-Y[x-d,)=S\x), 
et  à  cause  de 

F(--  x)  —  -  F  (a:), 
nous  aurons 

de  sorte  que  la  formule  [a)  de  notre  second  article  sera  applicable  à 
la  fonction  J  [x).  D'après  cela,  il  est  aisé  de  voir  que  le  résultat  des 
sommations  relatives  à  d'  et  d"  effectuées  sur  l'expression 

F{d'-hd"'hd)-^-F[d'-d"^d'")-F{d-hd"-d")-F(d'-d"+dl, 
ou  j)lutùt  sur  l'expression  équivalente 
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est 

de  sorte  que  la  somme  quadruple  de  la  formule  (M)  peut  être  rem- 
placée par  la  somme  triple 

que  l'on  peut  diviser  en  deux  parties 
et 


dont  la  seconde  doit  être  retranchée  de  la  première  :  cette  seconde 
partie  peut  à  son  tour  s'écrire  plus  simplement,  et  sous  forme  de  somme 
double,  comme  il  suit 

j;;^i"-'ç,{nu)¥{d,). 

En  résumé,  la  formule  (M)  peut  être  changée  en  celle-ci  : 

(    ^^\^y,'^"-d,[Y[d,-^-^"-uL)-^¥{d,  -2--^,)J 

^^  |=2:(^^-0F(^)  +  8V2(.---3)Ç,(;7z,)F(r/.), 

qui  n'est  plus  relative  qu'au  seul  mode  de  partition 

tu  =  m,  +  l'^'m^. 

C'est  à  un  mode  de  partition  tout  semblable  que  se  rapportent  les 
formules  de  notre  troisième  article  :  seulement,  au  lieu  d'indices,  on 
a  employé  là  des  accents  et  l'on  a  posé 

,  y"       „ 

m  =  ?ji  -\'  1    m  . 
Ainsi,  en  appliquant  notre  notation  actuelle  à  la  formule  (F)  de  l'ar- 
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ticle  cité,  on  devra  Técrire 

Comme  la  fonction  f{jc)  est  paire,  on  peut  prendre 

f{x)  =  xF{a:), 

F  {x)  étant  la  même  fonction  que  ci-dessus.  La  formule  (F)  nous  donne 
alors 

ou  bien 

=  ^'^im-cP)F{d), 

en  multipliant  par  2  et  en  remplaçant  r/d*  par  jn. 

Ajoutons  maintenant  à  l'équation  (N ;  celle  que  nous  venons  dé- 
crire, et  il  nous  viendra  cette  formule  nouvelle  qu'il  était  bon  d'in- 
diquer : 

(  42!i;i;^<[F  w  -  ^"'■^^^)  -  F  w  +  ^"'^.)]  j 

(O) 

\  =^{-,171  -  i  -  d^)F  {d)  +  S'^^{2'^^-:^)Ç,{m,)F{d,). 

Les  deux  équations  (N)  et  (O)  forment  un  groupe  assez  curieux. 
Puisqu'il  a  été  question  tout  à  l'heure  du  mode  de  partition  marqué 

par  l'équation 

m  z=  m'  -i-  m"  -+■  m'", 

où  m  est  un  nombre  impair  donné  qu'on  décompose  de  toutes  les  ma- 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  335 

nièies  possibles  dans  la  somme  de  trois  nombres  impairs,  je  terminerai 
cet  article  en  donnant  encore  une  formule  qui  se  rapporte  à  ce  mode 
de  partition. 

Je  continue  à  poser 

m  =  dâ,     m'  =  d' o",     m"  =  d"  ù\     m"  —  d"'  ù'" , 

et  je  désigne  par  F  (x,  jr)  une  fonction  telle,  que  l'on  ait 

F(o,  j)  =  o,   F(x,  oj  =  o,   ¥{-  X,  j)=~Y{x,jr)=^¥[jc,  -y), 

en  un  mot  une  fonction  impaire.  Cela  étant,  je  dis  qu'on  a  entre  deux 
sommes  quadruples  l'égalité  suivante 


\    2à\2dZà2d^  \_—F{d'+d"',d'—d")  —  v{d'—d'\d'—d")\] 

~2à\2d2àZi^     \_—Y[d'—d",  d'-hd"'}  —  F{d'—d'\  d—d"'  ]]' 


(p^ 


où  les  sommes  sont  prises  pour  tous  les  diviseurs  d\  d'.,  d'"  apparte- 
nant aux  groupes  conjugués  successifs  m',  m'\  ni". 

Pour  bien  comprendre  la  formule  (P),  il  faut  observer  qu'en  per- 
mutant d',  d'\  d",  à  volonté,  dans  un  quelconque  des  deux  membres 
qui  la  composent,  on  n'en  altère  pas  la  valeur,  parce  que  d',  d"  et  d'" 
jouent  le  même  rôle  dans  l'équation  fondamentale 

m  =  d'  ù'  -\- d" ù"  +  d" â'" . 

Aussi  n'est-ce  point  par  une  telle  permutation  (qui  ne  pourrait  fournir 
qu'une  identité  insignifiante)  que  l'on  passe  du  premier  membre  an 
second,  mais  par  le  cliangement  des  valeurs  de  oc  en  celles  de   y,  et 
des  valeurs  de  y  en  celles  de  x ,  dans  la  fonction  V  [x.  y). 
Si  donc  on  posait 

F(jr,  j)-F(j,  x)  =  <];(a:,  j), 
la  formule  (P)  pourrait  s'écrire  plus  simplement 


(Q)  ' 
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mais  alors  la  fonction  ^{jr,  j)  remplirait  les  conditions  suivantes  : 

Prenons,  dans  la  formule  (P), 

F  (jc,  j^)  =  smxt  sin^r, 

t  el  z  étant  des  constantes  arbitraires.  11  nous  viendra 


y    y  yy  d'  sm  d' t  cos  d'  z  sin  d"  %  co^d"  t 

= y I  yy y  ^  ^^^  ^^ ^ ^^^ ^'  ^  ^^^  ^^  ^  ^^^ ^^  -^  i* 

Cet  exemple  suffna  pour  faire  comprendre  le  parti  qu'on  peut  tirer 
de  la  formule  (P). 
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31ÉM0mE 

SUR 

LES    INTÉGRALES    COMMUNES   A   PLUSIEURS    PROBLÈMES  DE  MÉCANIQUE 
RELATIFS  AU  MOUVEMENT  D'UN  POINT  SUR  UNE  SURFACE; 

Par  ai.  E.   ROLCHÉ, 

Ancien  élève  de  l'Ecole  Polytechnique,  Professeur  au  lycée  Charlemagne. 


Introduction. 

1.  Tous  les  géomètres  connaissent  les  belles  recherches  de  M.  Ber- 
trand sur  les  intégrales  communes  à  plusieurs  problèmes  de  mécanique. 
Le  Mémoire  présenté  à  l'Académie  des  Sciences  le  ra  mai  i85f,  et 
inséré  dans  le  tome  XVIl  du  Journal  de  M.  Liouvillc,  renferme  trois 
parties,  suivant  que  le  point  considéré  se  meut  dans  un  plan,  sur  une 
surface  ou  dans  l'espace  indéfini.  C'est  à  la  seconde  partie  que  se  rap- 
porte mon  travail. 

M.  Bertrand  a  démontré  cette  proposition  remarquable; 

Pour  que  les  équations  du  mouvement  d'un  point  placé  sur  une 
surface  aient  une  intégrale  indépendante  du  temps  et  commune  à  plu- 
sieurs problèmes  y  il  faut  que  la  surjace  soit  applicable  sur  une  surface 
de  révolution. 

Mais  les  conclusions  relatives  aux  intégrales  communes  qui  dépen- 
dent du  temps  sont  loin  d'être  aussi  simples.  Il  semble  qu'on  doive 
considérer  deux  formes  d'intégrales  qui  imposent  à  la  surface,  l'une 
la  condition  d'être  applicable  sur  une  surface  de  révolution,  l'autre 
celle  d'avoir,  par  rapport  à  une  série  de  lignes  géodésiques  coordon- 
nées et  à  leurs  trajectoires  orthogonales,  un  élément  linéaire  de  la 
forme 

ds^  =  adm^  4-  bdn-, 

où  b  est  une  constante  et  a  l'expression  compliquée 

I 

a  = 


qui  renferme  trois  fonctions  arbitraires. 

Tome  111  (1*  série).  —  Octobre  i858.  4'^ 
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Je  me  propose  de  montrer  qu'on  peut  encore,  dans  ce  second  cas 
relatif  aux  intégrales  qui  dépendent  du  temps,  tout  réduire  à  un  théo- 
rème unique,  analogue  au  précédent,  et  dont  voici  l'énoncé  : 

Pour  que  les  équations  du  mouvement  d'un  point  placé  sur  une 
surface  aient  une  intégrale  dépendante  du  temps  et  commune  à  plu- 
sieurs problèmes,  il  faut  que  le  carré  de  la  distance  de  deux  points 
ififinimcTit  voisins,  par  rapport  à  une  certaine  série  de  lignes  géodé- 
siques  coordonnées  et  à  leurs  trajectoires  orthogonales,  soit  de  la 
forme 


ds^=dr^ 


R  —  /  oj 


oïl  k  est  une  constante  et  R  une  fonction  de  la  variable  r  seide. 

Les  surfaces  pour  lesquelles  ces  conditions  sont  remplies,  ont  un  degré 
de  généralité  qui  n'excède  pas  celui  des  surfaces  de  révolution;  le 
mouvement  de  la  génératrice  est  réglé  par  des  constantes. 

Pour  que  mon  travail  présente  un  ensemble  complet,  je  reprendrai 
entièrement  le  problème  relatif  au  mouvement  d'un  point  placé  sur 
une  surface;  il  y  a  peut-être  quelque  intérêt  à  retrouver  d'une  autre 
manière  le  premier  théorème. 

Je  diviserai  cette  étude  en  cinq  paragraphes,  dont  voici  les  titres  : 

1°.  Notions  empruntées  à  la  théorie  des  surfaces^ 

2°.   Equations  du  mouvement  ; 

3".    Calculs  communs  aux  deux  sortes  d' intégrales  ; 

4".   Intégrales  indépendantes  du  temps  ; 

5^.  Intégrales  qui  dépendent  du  temps. 

2.  Avant  de  commencer,  il  convient  de  dire  un  mot  sur  la  forme 
des  intégrales. 

Le  temps,  ne  figurant  dans  les  équations  du  mouvement  que  par  sa 
différentielle,  doit  entrer  dans  les  intégrales  ajouté  à  une  constante; 
par  suite,  dans  les  équations  qui  font  connaître  en  fonction  du  temps 
les  coordonnées  et  les  composantes  de  la  vitesse  du  point  mobile, 
l'une  des  constantes  est  combinée  au  temps  par  voie  d'addition;  et 
lorsqu'on  résoudra  ces  équations  par  rapport  aux  constantes,  en  éli- 
minant pour  cela  toutes  les  constantes  excepté  une,  le  temps  ne  sub- 
sistera que  si  la  constante  non  éliminée  est  celle  dont  il  est  inséparable. 
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Dans  ce  dernier  cas,  en  cherchant  la  valeur  de  cette  contante  a,  le 
calcul  donnera  forcément  la  valeur  de  a  H-  t.  Toutes  les  intégrales  se- 
ront donc  indépendantes  du  temps  et  de  la  forme 

a  =  F, 

excepté  une  qui  aura  pour  expression 

a  +  i  =  F, 

F  étant  une  fonction  qui  ne  contient  pas  le  temps,  mais  seulement  les 
coordonnées  du  point  et  leurs  dérivées.  Il  résulte  de  là  que  Ton  peut 
toujours  représenter  une  intégrale  quelconque  par 


en  se  rappelant  que  —  est  o  ou   —  i . 

I. 

Notions   empruntées  à  la  théorie  des  surfaces. 

o.  On  peut  déterminer  la  position  d'un  point  sur  une  surface  au 
moyen  de  deux  séries  de  lignes  tracées  sur  cette  surface.  AQ,  et  AQj 
étant  deux  lignes,  l'une  de  la  première  série,  l'autre  de  la  seconde,  une 
ligne  quelconque  P,M  de  la  deuxième  série  sera  définie  par  une  fonc- 
tion q^  de  l'arc  AP,  intercepté  sur  la  ligne  fixe  AQ,,  et  une  ligne  quel- 
conque PjM  de  la  première  série  sera  définie  par  une  fonction  q^  de 
l'arc  APo  intercepté  sur  AQa-  Les  variables  </,  et  r/2,  qui  peuvent  ne  pas 
différer  des  arcs  AP,  et  APo  eux-mêmes,  seront  les  coordonnées  cwvi- 
ligiies  du  point  M. 

Pour  achever  de  définir  un  tel  système  de  coordonnées,  il  faut  fixer 
encore  le  sens  des  q^  et  q.^  positifs.  On  y  parvient  aisément  par  la 
considération  de  la  normale  extérieure . 

Une  surface  partage  en  général  l'espace  entre  deux  régions,  dont 
l'une,  d'ailleurs  arbitrairement  choisie,  est  dite  extérieure^  tandis  que 
l'autre  prend  le  nom  <ï intérieure .  Pour  tous  les  points  d'une  même 
région,  le  premier  membre  de  l'équation  de  la  surface  a  le  même  signe, 

43.. 
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et  ce  signe  change  quand  on  passe  d'une  région  à  l'autre.  On  dispose 
ordinairement  du  premier  membre  de  l'équation  de  manière  qu'il  soit 
positif  pour  les  points  de  la  région  qu'on  veut  considérer  comme  exté- 
rieure. 

Dès  lors,  si  AN  est  la  portion  de  la  normale  en  A  à  la  surface  qui 
est  située  dans  la  région  extérieure,  on  convient  de  compter  les  par- 
ties positives  AQ,,  AQ2,  de  telle  façon,  que  ces  deux  directions  AQ,  et 
AQo  et  la  normale  extérieure  AN  soient  respectivement  situées  par 
rapport  au  point  A,  comme  le  sont  ordinairement  les  parties  posi- 
tives des  trois  axes  de  coordonnées  rectilignes,  considérées  dans  l'ordre 
OX,  OY,  OZ,  par  rapport  au  point  O.  En  d'autres  termes,  la  partie 
positive  AQo  est  vue  à  droite  de  la  partie  positive  AQ,  par  un  observa- 
teur placé  le  long  de  AN,  les  pieds  en  A,  la  îéte  en  N. 

4.  Cela  posé,  les  coordonnées  jc,  j,  z  des  divers  points  de  la  sur- 
face, par  rapport  à  trois  axes  rectangulaires  Oœ,  O  j,  Oz,  sont  des 
fonctions  des  deux  coordonnées  curvilignes  q,  et  q.^;  et  l'élément  li- 
néaire M3r 

d'une  courbe  quelconque  C  tracée  sur  la  surface  s'obtiendra  en  fonc- 
tion de  r/,  et  de  q.^,  en  remplaçant  dx,  dj,  dz  respectivement  par 

(iq,      '  dqt      ^ 

dy   j  (ly     , 

_dq^  +   -r/q._^ 

(Iz     ,  dz     , 

On  trouve  ainsi 

(1]  di-  —  Edql  -+-  2  F.7(y,  dq..  -h  Gdql, 

en  posant,  pour  abréger, 

i  dx\-  /  dy  \-  I  dz  \- 

.  „  uu.     .1..  dy    dy  dz    dz 


'  _  dx     d.ï 

J    Y  =:. — 

1  c/r/,     dq,  (Iqy    dq,  ilq,    (t<^ 
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o.  Les  fonctions  E,  F,  G  ont  des  valeurs  indépendantes  de  la  posi- 
tion du  système  rectiligne  auxiliaire  OX,  OY,  OZ,  qui  a  servi  à  les  ob- 
tenir; car  l'expression  de  l'élément  ds  ne  doit  pas  en  dépendre.  Elles 
se  prêtent  à  une  interprétation  géométrique  simple. 

Selon  que  l'on  fait  varier  seulement  </,  ou  q,,,  l'arc  ds=.MM.'  se 
confond  avec  l'arc  MM,  =  cls^  ou  MMo  =  c/.s.  de  l'une  des  deux  lignes 
coordonnées  du  point  M,  et  l'on  a 

(3)  dst  =  sj'Edq,,  ds.—  sjGdq,. 

D'ailleurs,  si  l'on  désigne  par  B  l'angle  des  cotés  (h^,  ds.;,,  le  parallé- 
logramme infiniment  petit  MM,  M'M.  donne 

ds^  =  ds\  •+-  dsl  -h  ■2ds^  ds.,  cosO, 

ou,  à  cause  des  valeurs  (i)  et  (3), 

(4)  F2=rEGcos5. 

6.  Dans  le  cas  de  deux  systèmes  (7,),  (q.,)  orthogonaux,  on  a 

(cos5=:o,     F=o, 
I      (Is-  =  Y.dq\  -h  Gdql. 

7.  Lorsque  deux  courbes  ont  un  élément  commun  r/y,  les  deux  élé- 
ments qui  suivent  ds  sur  ces  courbes  respectives  forment  un  an^le  in- 
finiment petit  dv  que  M.  Liouville  nomme  angle  de  contingence  re- 
latif:  le  rapport  —  mesure  la  courbure  ou  déviation  relative  de  ces 

deux  courbes,  et  le  rapport  inverse  mesure,  par  analogie,  le  rayon  de 
cette  courbure. 

En  particulier,  M.  Liouville  a  donné  le  nom  de  courbure  géodésique 
à  la  courbure  relative  d'une  courbe  mnp...,  tracée  sur  une  surface,  et 
de  la  ligne  géodésique  ou  minima  qui  a  même  tangente. 

Supposons  les  éléments  successifs  mn,  np,  etc.,  égaux  entre  eux  et  à 
l'unité  de  longueur;  prolongeons  mn  de  nt  =  mn,  projetons  t  en  q  sur 
la  surface  et  joignons  tp,  nq^pq.  La  droite  nt^  faisant  un  angle  infini- 
ment petit  avec  la  surface,  est  sensiblement  égale  a  sa  projection  nq. 
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Or  nq  est  le  second  élément  de  la  ligne  géodésique  ninq...,  tangente 
à  mnp...,  et  osculatrice  de  la  section  faite  dans  la  surface  par  le  plan 
mfip.  Donc  le  triangle  rectangle  infinitésimal  tpq  donne  par  ses  trois 
côtés  tp,  tq,  qp  :  i°  la  courbure  absolue  de  mnp...,  qui  est  aussi  celle 
de  la  section  oblique  faite  dans  la  surface  par  le  plan  mnp  des  deux 
premiers  éléments  ;  i°  la  courbure  absolue  de  la  section  normale  corres- 
pondante mjiq;  3°  la  courbure  géodésique  de  mnp....  Par  suite,  si 
l'on  désigne  par  6  l'angle  tpq  qui  n'est  autre  que  l'angle  du  plan  oscu- 
lateur  de  m/ip...,  avec  le  plan  tangent,  on  aura 

*1  =z  smB,       et       —      ou       -  =  cos9. 

tp  '  tp  p 

La  première  relation  exprime  le  théorème  de  Meusnier;  la  seconde 
fournil  la  valeur  du  rayon  de  courbure  géodésique  p. 

8.  Remarqi-ons  que  1 1  courbure  géodésique  d'une  courbe  en  un 
quelconque  de  ses  points  est  égale  à  la  courbure  ordinaire  de  la  pro- 
jection de  cette  courbe  sur  le  plan  tangent  en  ce  point. 

Il  résulte  de  là  que,  si  l'on  suppose  la  surface  découpée  en  rec- 
tan2les  infiniment  petits  par  deux  séries  de  lignes  orthogonales  (^,), 
(oo\  on  aura  (en  projetant  sur  le  plan  tangent  en  M,  c'est-à-dire 
sur  les  deux  éléments  MM,,  MMo,  et  désignant  par  p,  le  rayon  de 
courbure  de  la  projection  de  la  courbe  P,  MM,), 

MM,  M,  M'  M,  M'  — MM, 


p,     —  p,  —  MM.  —  MM, 

et,  par  suite, 

I   _         M.M^  — MM, 
(6)  J,~  MM,  MMT" 

pour  la  courbure  géodésique  de  la  ligne  coordonnée  (</,)  du  point  M, 
9.  La  formule  (6)  montre  que  les  conditions 

l=o,  M,M'=MMj 

P> 

sont  des  conséquences  l'une  de  Tautre.  Donc  : 
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Si  une  série  de  courbes  (^2)  tracées  sur  une  surface  sont  telles,  que 
les  distances  de  deux  courbes  infiniment  voisines  [q^]  et  [q^ -^  dq^) 
quelconques  soient  constantes^  leurs  trajectoires  orthogonales  (^<)  sont 
des  lignes  géodésiques. 

Et  à  l'inverse,  étant  dojinées  sur  une  surface  deux  séries  de  lignes 
orthogonales  {q,),  (^2)1  ^^  ^^^  lignes  (^y,  )  sont  géodésiques,  deux  courbes- 
quelconques  de  l'autre  série  [q^)  seront  équidistantes  (les  distances 
étant  comptées  suivant  les  lignes  géodésiques). 

10.  Il  résulte  de  là  que,  si  l'on  prend  pour  lignes  coordonnées  des 
lignes  géodésiques  et  leurs  trajectoires  orthogonales,  on  pourra  indi- 
quer la  position  d'une  ligne  géodésique  coordonnée  quelconque  p;u- 
l'arc  m  intercepté  sur  une  trajectoire  orthogonale  déterminée  à  partir 
d'un  point  fixe  de  cette  trajectoire,  et  une  trajectoire  orthogonale  quel- 
conque par  la  longueur  commune  n  des  lignes  géodésiques  comptée 
à  partir  de  la  trajectoire  orthogonale  fixe.  Dans  ce  système,  l'élément 
linéaire  d'une  courbe  quelconque  tracée  sur  la  surface  prendra  la 
forme  simple 

ds^  =  dn^  +  ~  dm^, 

où  /JL  désigne  une  fonction  de  m  et  de  ^/. 

11.  Deux  surfaces  S  et  S'  étant  données,  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  qu'elles  se  composent  de  triangles  égaux,  et  soient  par 
suite  applicables  l'une  sur  l'autre,  est  qu'on  puisse  établir  entre  les 
divers  points  M  et  M'  de  ces  deux  surfaces  une  correspondance  telle, 
qu'on  ait  toujours  ds  =  ds' . 

Or  en  désignant  par  g  l'arc  du  méridien  d'une  surface  de  révolution, 
et  par  6  l'angle  compris  entre  un  méridien  quelconque  et  un  méridien 

fixe,  on  a 

ds^  ^da"-  -+-b-o{r;)dÛ^ 

pour  l'élément  linéaire  d'une  courbe  quelconque  tracée  sur  la  surface. 
Si  p  est  le  rayon  du  parallèle,  et  z  l'abscisse  comptée  sur  l'axe  de  révo- 
lution, on  aura  ainsi 
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en  sorte  que,  si  la  constante  b  est  prise  assez  petite,  la  surface  sera 
réelle. 

Donc,  Si  une  surface  est  telle,  que,  par  rapport  à  une  certaine  série 
de  lignes  géodes iques  coordonnées  (ù)),  et  à  leurs  trajectoires  orthogo- 
nales (r),  l'éléinent  linéaire  d'une  courbe  quelconque  est  de  la/orme 

(7)  ,is^  =  Hr^^'-^. 

R  étant  une  fonction  de  la  variable  r  seule  j  la  surface  sera  applicable 
sur  une  surface  de  révolution. 

Nous  nous  bornerons  à  ces  notions  qui  nous  sont  seules  nécessaires, 
en  renvoyant  aux  Disquisitiones  circa  superficies  curvas  de  Gauss,  aux 
notes  dont  M.  Liouville  a  enrichi  X Analyse  de  Monge,  et  au  précieux 
Mémoire  de  M.  O.  Bonnet  5wr  la  théorie  générale  des  surfaces  [Jour- 
nal de  lÉcole  Polytechnique,  XXXIF  Cahier). 

IL 

Équations  du  mouvement. 

VI.  Soit  M  un  point  matériel  dont  la  masse  est  prise  pour  unité, 
et  qui  se  meut  sur  une  surface,  sous  l'influence  d'une  force  dont  les  com- 
posantes par  rapport  aux  axes  coordonnés  des  x,  j,  z  sont  X,  Y,  Z. 

Lorsque  aux  variables  x,  j,  z  on  substitue  les  paramètres  g,,  q.  des 
lignes  coordonnées  orlhogonales  qui  découpent  la  surface  en  rectan- 
gles, la  demi-force  vive  T  a  pour  expression 

(8)  T  =  ig  =  ^(E,f  +  G7|), 

OÙ  (/', ,  r/a  désignent  les  dérivées  de  </,  et  q.  par  rapport  au  temps;  et  les 
équations  du  mouvement  sont,  dapres  les  formules  générales  de  la 
Mécanique  analytique. 

1  rf  /  rfT  \  _  rfT  _  ^ 
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^  avec  les  relations 


(10) 


ar^2  "7;  "7j 


L'introduction  de  la  valeur  (8)  de  T  donne  aux  équations  du  mou- 
vement la  forme  définitive 

m. 

Calculs  communs  aux  deux  sortes  d'intégrales. 

13.  Étant  donnée  une  intégrale 

•(i3)  a     ou      (/.-^t=zY{q^,q^,q\,q'^) 

des  équations  du  mouvement,  on  peut  en  général  en  déduire  l'expres- 
sion des  forces  qui  produisent  le  mouvement,  et,  par  suite,  trouver  le 
problème  qui  a  conduit  à  cette  intégrale.  La  solution  de  cette  ques- 
tion suppose  seulement  que  les  composantes  de  la  force  puissent  s'ex- 
primer en  fonction  des  coordonnées  du  point.  Mais,  dans  certains  cas, 
la  méthode  tombe  en  défaut;  elle  conduit  pour  les  forces  à  des  expres- 
sions indéterminées  ;  ces  cas  sont  les  seuls  où  l'intégrale  puisse  con- 
venir à  plusieurs  problèmes. 
Entrons  dans  les  détails. 

14.  En  différentiant  l'équation  (i3)  par  rapport  à  t.  on  a 

dx      ,  d'x      ,  dot.      „  dx     „ 

et,  en  remplaçant  q\,  q\  par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  du  mou- 
vement (i  i)  et  (12), 


d  a       ,  d 


a  y. 


°   °"    ^^  =  ;^^'  +  .7^'/ 


•i 


,  .  ^      ]  I    Ja  r,  I  ^G       2         r  r/E     ,  ,        r/E     ,      ,  "1 

^>)    i  ^^d^X^^-^\l^.'l^---.T,.'l^'-lût.'l^'l-^\ 

1    doL    \\^  1   f/E      ,  o  I  dû     ,  ,         r/G     ,      ,  1 

-^g;v:L^^-^2;?^^^"-2.7^^/^  -;^'/'V2j 

Tome  III  (2«  série).  —  Octobre  i858.  44 
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Q)  ^t  Qj»  qiii  sont  des  fonctions  de  <jf,  et  de  q^^  et  qui  dépendent  des 
forces  accélératrices,  n'entrent  qu'au  premier  degré. 

Cette  relation  A)  ne  contenant  que  t,  q,,  q^,  q\^  q\  auxquelles  on 
peut  attribuer  des  valeurs  arbitraires  et  indépendantes  les  unes  des 
autres  (car  on  peut  se  donner  arbitrairement  à  une  époque  quelcon- 
que les  coordonnées  du  point  M  et  les  composantes  de  sa  vitesse), 
doit  être  une  identité.  On  peut  donc  la  différentier  par  rapport  à  q\  et 
q\,  et  former  deux  équations  nouvelles,  qui,  renfermant  aussi  Q,  et 
Qo  au  premier  degré,  permettront  en  général  de  déterminer  la  valeur 
de  ces  inconnues. 

Avant  de  différentier,  mettons  l'égalité  (A)  sous  la  forme 

Dès  lors,  en  différentiant  successivement  par  rapport  à  q\  et  q'^y  on 
trouve 

(lyi         i  d-oL  ^  I        cU  %      -. 

dq^  Ec/r/,-^  G  dq^dq^    ^ 

r/M  1       d- 7.       ^  I    d-a.     ,- 

dq^  Edq^dq^    ^'  Gdq^'  ^^ 

Q,  et  Q,  devant  satisfaire  à  ces  trois  équations,  auront  des  valeurs  dé- 
terminées, à  moins  que  deux  de  ces  équations  ne  rentrent  dans  la 
troisième.  Donc  le  seul  cas  où  l'intégrale  (r3)  puisse  convenir  à  plu- 
sieurs problèmes  est  celui  où  les  coefficients  de  0,  et  de  Qo  dans  les 
trois  équations  précédentes  sont  proportionnels ,  c'est-à-dire  le  cas 
où  l'on  a 

rfa  rf'a  d'x  d'x 


Les  fonctions 


'II!  —  ^^'y --  ^'y''     ^^9.  '^9\  _  Hy\ 

d  (X  dx  dx  dx 

dq\  dq\  dq\  dq\ 


,         dx  .         dx 

lo2  —T     et     loo;  -— 

^dq,  ^dq. 


ont  alors  les  mêmes  dérivées  par  rapport  à  q\  et  q'^',  la  différence  de 
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ces  logarithmes,  c'est-à-dire  le  logarithme  du  quotient 

dq\ 
'dT 

et  par  suite  ce  quotient  lui-même,  doit  être  indépendant  de  q^  et  q^^  et 
n'être  fonction  que  de^,  et  «/a;  on  a  donc,  en  désignant  par  0(74,  92) 
cette  fonction, 

da  ,  .       dv. 

Pour  intégrer  cette  équation  aux  différentielles  partielles  du  pre- 
mier ordre,  on  prend  le  système 

da.         dq\  dq\ 

O  I  — xs> 

qui  montre  que  l'intégrale  a,  considérée  relativement  aux  variables 
4i  ^^  4'i.'>  ^^*  ""^  fonction  de 

Donc  une  intégrale  ne  saurait  être  commune  à  plusieurs  problèmes  si 
elle  ne  rentre  dans  la  forme 

(i4)  a     ou     a  +  ^  =  F[7,,7o,9'2-l-9(</,,72)9't]- 

15.   La  somme 

multipliée  par  un  certain  facteur,  peut  toujours  devenir  une  dérivée 
exacte  m'.  Adoptons  pour  lignes  coordonnées  les  courbes  (/tî),  et  leurs 
trajectoires  orthogonales  [ri). 

L'intégrale  considérée  prend  la  forme 

a     ou     a  +  i  =  F(/«,  72, ///); 
on  a  d'ailleurs 

44.. 
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et  l'équation   (A),  dans  laquelle  on  remplace  ^,    par   m,  q^  par  «, 

E  par  -5  G  par  -»  — ,-  par  o,  devient 

da.  /  da  , 
i  O  OU  H-  I  =  -T—  m  -h  -p  /2 
\  dm  dn 

f  A  )      < 

]  dx    r     ^  u.    d'j      ,2    ,       l     du.      ,„         1  du.       ,     ,1 

\  dm'  L  2v-  rf/w  1^   dm  u-  dn  J 

Dans  cette  équation,  qui  doit  être  identique,  rï  n'entre  qu'explici- 
tement; on  peut  donc  égaler  à  zéro  séparément  les  coefficients  de  n' 
et  de  n'^  ;  on  obtient  ainsi  les  deux  relations 

(■5)  £  =  0, 

/    fy^.  dy.         l    doL    d^      ^ 

^  dn         y.  dm'  dn 

La  première  prouve  que  v  ne  contient  pas  m  et  ne  dépend  que  de  n; 
la  distance 

dn 

des  deux  courbes  (ji),  {n  -+-  dn)  est  donc  indépendante  de  m.  Ces  deux 
courbes  sont  donc  équidistantes;  et,  en  vertu  du  n"  9.  leurs  trajec- 
toires orthogonales  [m)  sont  des  lignes  géodésiques. 
La  seconde  (  i6)  donne 


dx 

dn           dm' 

o 

I          m'  du. 

fA  dn 

dm' 

-f-  dn              , 
dn                 m' 

-C.; 

m' 

V-                V- 

et  par  suite 

a  =:Cj 

elle  montre  donc  que  l'intégrale  a,  considérée  relativement  aux  va- 
riables in!  et  7z,  est  une  fonction  de 

m' 
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Nous  substituerons,  pour  plus  de  facilité,  à  m'  la  variable  w,  définie 
I  par  la  relation 


m' 

—  =  u, 


et  nous  aurons  pour  la  forme  de  l'intégrale 
(i^)  a     ou     a-h  t  =  Y{m,u). 

16.  Les  courbes  [m)  étant  des  lignes  géodésiques,  on  peut  (n'*  10) 
dans  l'élément  linéaire  réduire  le  coefficient  de  dri^  à  l'unité,  c'est-à- 
dire  prendre 

ds''  =  dri'-\--din\ 

ou  ,a  est  une  fonction  de  m  et  de  n. 

Des  lors,  si  l'on  profite  de  cette  simplification  qui  donne  v  =  i,   si 
de  plus  on  a  égard  à  la  relation  (  16)  et  à  la  formule 

dx         dx    du   I  da 

dm'         du  dm'        fx  du 

qui  résulte  de  la  définition  de  la  nouvelle  variable  w,  l'équation  CA,) 
prend  la  forme 

(A,)  o     ou     -i^^./^-^+^TzA^'"'^"  ^v) 

Rappelons  que  a  est  une  fonction  de  m  et  de  w,  et  que  Q,  et  a  sont 
des  fonctions  de  m  et  de;z.  La  différentiation  de  (A,),  par  rapport  a  la 
variable  11,  donne 

d'y.  d<x  d'-^r  ^  I      ■id'j.'\         ^diidx 

et  si  entre  cette  relation  et  (A^  on  élimine  la  parenthèse,  ce  qui  se  fait 
en  multipliant  (A,)  par -^,  et  (18)  par^'  et  ajoutant,  on  obtient  l'é- 
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quation 


(■9) 


du-  dm  \  du  , 


•"^  L      \dmdudii        du''  dm )         dmdu\ 


qui  va  nous  permettre  de  déterminer  la  forme  de  la  fonction  /ji.  Mais 
pour  cela  il  faut  distinguer  deux  cas,  suivant  que  cette  équation  diffé- 

rentielle  du  premier  ordre  a  pour  premier  membre  o  ou  — »  c'est-à-dire 

suivant  que  l'intégrale  étudiée  doit  être  indépendante  du  temps  ou 
contenir  le  temps. 

IV. 

Intégrales  indépendantes  du  temps. 

17.  Lorsque  1  intégrale  ne  renferme  pas  le  temps,  le  premier  membre 
de  l'équation  (19)  est  zéro,  et  on  peut  donner  à  cette  équation  la 
forme 

I  d^L  I  Vd<7.   f/a  /    d^ 7.     dm         d-a  dc/.\~\ 

p  dm  /rfaV  \_dm  du  \dmdu  du        du^  dm  j  J 

"'\du) 

Or  [;.  est  une  fonction  des  variables  m  et  n  seules;  elle  ne  contient 
pas  u;  le  second  membre  ne  dépend  au  contraire  que  de  u  et  de  /«,  il 
ne  renferme  pas  n,  car  a  n'est  fonction  que  de  m  et  de  u  :  on  doit  con- 
clure de  là  que  la  variable  u  disparait  d'elle-même  dans  le  second 
membre,  et  que  l'expression 

I  du  ^^    (\  \ 

u  dm        dm^     ^rJ 

est  une  fonction  de  m  seul.  On  a  donc,  en  intégrant, 

logju,  =  logM  -f-  logN, 

U=:M.N, 

M  etN  étant  deux  fonctions,  l'une  de  w,  l'autre  de  n. 

Par  conséquent,  l'élément  des  trajectoires  orthogonales  des  lignes 
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géodésiques  [m)  a  pour  expression 

dm 
dm    _s/Û 

Or  on  peut  toujours  poser 

rdm 

et  l'on  voit,  en  désignant  par  r  la  variable  /?,  de  façon  que  les  nouvelles 
variables  qui  servent  de  paramètres  au  système  de  coordonnées  soient 
co  et  r,  que  l'élément  linéaire  d'une  courbe  quelconque  tracée  sur  la 
surface  a  une  expression  de  la  forme 

où  R  est  une  fonction  de  r  seul. 

Donc,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  au  n""  il,  la  surface  est  appli- 
cable sur  une  surface  de  révolution. 

C'est  le  théorème  de  M.  Rertrand. 

18.  Il  reste  a  calculer  Q,  et  à  trouver  la  forme  générale  de  l'inté- 
grale. 

En  désignant  par  u  l'ancienne  variable  u  multipliée  par  yM,  lin- 
tégrale  prend  la  forme 

a  =  Ffoo,  w), 

et  l'équation  (A)  à  laquelle  il  faut  actuellement  revenir  se  réduit  a 

dm.  -r.  du.  ,-. 

dans  notre  nouveau  système  de  variables.  Elle  donne 

d'ji 

du 

Or  Q,  étant  une  fonction  de  w  et  de  /,  et  le  second  membre  dépen- 
dant de  co,  Uy  R,  il  faut  que  u  disparaisse  de  lui-même,  et  par  suite 
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que  le  coefficient  de  R,  qui  est  d'ailleurs  indépendant  de  r,  soit  une 
fonction  de  w  seulement.  On  peut  toujours  représenter  une  telle  fonc- 
tion par  une  dérivée  ù'  ;  nous  aurons  donc 

{il)  Q,  =  -my. 

Cette  notation  est  plus  commode  pour  la  recherche  de  la  forme  de 
l'intégrale. 

19.  Eu  égard  à  cette  valeur  de  Q,,  l'équation  (A3)  devient 

da  (la.  _,, 

O  =  ^-M -01. 

ci  (a  du 

L'intégration  dépend  du  système  simultané 

doL         ddi  du 

o         II  n'' 

d'où 

a  =  C, 

0  =  Q'  du  -+•  iidii^      -  u^  ■+■  Q,  =  Ca, 

en  sorte  qu'on  a 

ou  simplement 

car  il  revient  au  même  d'écrire  qu'une  expression  est  constante  ou 
qu'une  fonction  de  cette  expression  est  constante. 
D'ailleurs  on  a 

u  m'         m' 

et,  par  suite,  à  cause  de  l'équation  ^20), 

o  W 

ir  =  —-• 
R' 

L'intégrale  a  donc  la  forme  définitive 
(22)  a  =  __4.fî. 
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V. 
Intégrales  qui  dépendent  du  temps. 

'20.  Lorsque  l'intégrale  considérée  doit  contenir  le  temps,  l'équa- 
tion (19)  est  une  équation  différentielle  linéaire  avec  second  membre, 
qui  prouve  que  la  fonction  p.  est  de  la  forme 

M  et  M,  étant  deux  fonctions  de  m,  et  N  une  fonction  de  n.  Les  termes 
en  II,  dans  le  second  membre,  doivent  d'ailleurs  s'entre-détruire, 
puisque  a  ne  dépend  que  de  m  et  de  n. 

L'élément  des  trajectoires  orthogonales  des  lignes  géodésiques  hn) 
prend  alors  la  forme 

dm 
dm  v^Ii 


V'M 


.M-^M^^ 


OU 


v'n,  -+-  R 


en  posant 

appelant  r  la  variable  «,  de  façon  à  avoir  w  et  r  pour  paramètres  des 
lignes  coordonnées,  et  désignant  par  Çl^  et  R  deux  fonctions,  l'une 
de  oi,  l'autre  de  r. 

L'intégrale  a  d'ailleurs  la  forme  i  en  changeant  u  en  -^i^  j 

et,  dans  ce  nouveau  système  de  variables,  l'équationfA,)  à  laquelle  il 
convient  aciuellement  de  revenir,  se  réduit  à 


Tome  m  (a'^  série).  —  Octobre  i858.  45 
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d'où  l'on  déduit 

dx 

,  =  —  Rzc—4-  -?^^ûj  —  —     —  i},  M  —  I 

dx         1  ^         dcL  \dtù 

du  du 

Q,  ne  dépendant  que  de  w  et  de  r,  u  doit  disparaître  de  lui-même  dans 
le  second  membre,  et  Ton  doit  avoir 

(^4)  q,  =  -rû;+û3, 

ii'2  et  Q.^  étant  deux  fonctions  de  oj  ;  nous  mettons  la  première  sous  la 
forme  d'une  dérivée,  pour  faciliter  les  calculs  suivants. 

21.   Celte  valeur  de  Q,  transforme  l'équation  (A^)  en  la  suivante  : 

(A5)         -  I  =  ^^(rh_  ii,)«  +  ^  /_  Rp.;+Û3  _  1^,2^' V 

dans  laquelle  la  variable  r  figure  explicitement,  car  elle  neutre  que 
dans  R.  Égalant  donc  à  zéro  le  coefficient  de  R  et  le  terme  indépen- 
dant, on  trouve  les  deux  relations 


z^MÏJ  =  o. 


(25) 

dx 

du      '' 

,  =  0, 

(26) 

dy. 

ir 

,  «  + 

dx  1 
_     0    . 

du  \      "" 

I 

W 

2 

La 

première 

donne 

dx 

0 

dut 
u 

du 

-^',' 

d'où 

a  =  C, 

û'2 d(ji  4-  M(^«  =  0,     Q.2  +  -  li'  =  C.,, 


en  sorte  qu'on  a  pour  l'intégrale 

^27)  c:-f  ^^pQw'  +  il, 

22.  Posons 
(28)  Q^^Lu^  =  ^,. 
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par  ce  changement  de  variable,   l'équation  (a6),   après  élévation    au 
carré  et  eu  égard  aux  formules 


da.         do. 
du         dv  "  ''         û?w         dv 


a  a.         aoL  a  a.         ci  a.  ^i 


devient 


(*9)  -7rf;rr:  =  (''-i2.)[û',fl,+  o,-(i.-û.)n',]'. 

Le  premier  membre  ne  dépend  que  de  v,  il  doit  donc  en  être  de 
même  du  second,  qui  est  un  polynôme  du  troisième  degré  en  v.  Ce  po- 
lynôme est  ici  décomposé  en  facteurs;  pour  qu'il  ne  dépende  que 
de  Vj  il  faut  que  les  racines  de  l'équation,  qu'on  obtiendrait  eu  annu- 
lant ce  polynôme  en  v,  soient  constantes;  donc  on  a  déjà,  à  cause  du 
premier  facteur, 

Q.^  =  constante  =  p. 

Le  second  facteur  se  réduit  à 

et  il  donne  à  son  tour 

iï^  =  constante  =  —  À"  ; 


d'où 


et 


(2,  =  —  ktù->r  h, 
ii,  =  constante  =  g. 


On  a  donc 
(3o)  I".     Q.=^, 

c'est  la  condition  imposée  aux  forces; 

(car  la  constante  h  passe  dans  R),  et,  par  suite, 
(3i)  ^/j»  =  ^r» -+- ^-^, 


45 . 
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c'est  la  forme  que  nous  avions  annoncée  pour  l'élément  linéaire  dans 

l'introduction. 

Telles  sont  les  conditions  imposées  aux  forces  et  à  la  surface 
pour  qu'il  existe  une  intégrale  commune  à  plusieurs  problèmes  et  qui 
dépende  du  temps. 

23.  Voici,  pour  finir,  comment  on  trouve  la  forme  de  cette  intégrale. 
L'équation  (29)  donne 


d  ou 

cloL  = 


OU,  à  cause  de  a  (i'  — /))  =  "% 


du 

(la  = 


2 


et  par  suite,  en  intégrant, 
D'ailleurs  on  a 

m' 

m'  v/M^  _  sl%       __  _        <^' 


et  l'intégrale  prend  la  forme  définitive 


^A^^lA-.V^  W^VA.^  vv%\,v^  vv*  -%A-. 


%v^  \v^%v^%v%\%^w^••^.^'-^A\x^v^.^  w%  V.VN  vv^  x\>  v\^  vx'\xx'»>.-.»'vw\\%   \\^xxvx^^x\  vv*^A^  v%\^n*  ^^^  v 
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i  W^  VX^  W%  >,  V  N  W*  1 

NOTE 


UNK  QUESTION  DE  THEORIE  DES  NOMBRES; 
Par  m.  J.    LIOUVILLE. 


Soit  n  un  nombre  pair,,  en  sorte  que  l'on  ait 

n  =  i"  m, 

m  étant  un  entier  impair  et  Texposant  a  étant  au  moins  égal  à  l'unité. 
Représentons  n  de  toutes  les  manières  possibles  par  une  somme  de 
quatre  carrés,  c'est-à-dire  considérons  toutes  les  solutions  entières  de 
l'équation 

où  ie  premier  membre  est  donné,  et  où  chacun  des  nombres  s,  s\  s", 
s'"  peut  être  indifféremment  positif  ou  négatif,  ou  zéro,  deux  solutions 
étant  regardées  comme  distinctes  quand  s,  s'y  s",  s'"  n'y  ont  pas  iden- 
tiquement les  mêmes  valeurs.  Jacobi  a  trouvé  que  le  nombre  N  des  solu- 
tions dont  il  s'agit  est  égal  à  vingt- quatre  fois  la  somme  des  diviseurs 
de  m.  Ainsi  l'on  a 

en  employant  la  notation  d'Euler  pour  désigner  la  somme  des  divi- 
seurs de  m. 

Attachons-nous  exclusivement,  dans  l'équation 

n  =  S'  -h  s'^  -+-  s"^  ■+■  /'% 

au  premier  carré  s'^.  Nous  pourrons  nous  proposer  de  chercher  une 
expression  simple  de  la  somme 

des  puissances  de  degré  /x  des  valeurs  que  s  prend  dans  les  représen- 
tations successives  de  n,  dont  le  nombre  N  vient  d'être  6xé.  Et  déjà 
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l'on  peut  dire  que  N  répond  au  cas  de  |U.  =  o,  puisque  s°  =  i  donne 
naturellement 

On  peut  voir  aussi,  à  cause  des  signes  opposés  avec  lesquels  chaque 
valeur  de  s  peut  être  prise  quand  elle  n'est  pas  nulle,  que 

2  ■'"  =  ". 

toutes  les  fois  que  l'exposant  p.  est  impair.  Enfin  le  cas  de  ,a  =  a  est 
facile  à  traiter;  car  en  prenant  l'ensemble  des  équations 

n  =  s-  -\-  s""  -h  s"^  H-  s""' 
pour  en  faire  la  somme,  on  obtient 

d'où  l'on  tire 

parce  que  les  quatre  sommes 

2^%  2'"'  2^'"'  1'"" 

ne  peuvent  manquer  d'être  égales.  Mais  pour  les  valeurs  paires  de  ^i 
qui  surpassent  2,  la  question  subsiste  et  paraît  digne  d'attention  :  je 
ne  sache  pas  du  moins  que  personne  l'ait  résolue. 

Je  ferai  dans  cette  Note  un  premier  pas  en  donnant  la  valeur  de  ^  5* . 
Je  me  suis  en  effet  assuré  (par  une  démonstration  en  règle)  que 

Vérifions  cette  formule  sur  quelques  exemples. 
Soit  d'abord 

et,  par  suite, 

m=i,       /  m  =  I ,     N  =  a4. 

On  aura  vingt-quatre  solutions  de  l'équation 

2  =  i»  4-  5"  ■+-  s"^  +  /'^ 
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qui  se  déduiront  de  ce  fait  que  2  =  1*+  i^  -i-  o^  -h  o*,  en  permutant 
les  carrés  et  en  observant  que  1=^  =  (±:  I)^  Dans  douze  de  ces  solutions 
on  aura  s  =  ±.  i  ^  tandis  que  ^  =  o  pour  les  douze  autres.  On  a  donc 
bien 


^s'=  12  =  i-x  24, 

comme  l'indiquait  notre  formule. 
Soit,  en  second  lieu, 

/z  =  4, 
ce  qui  suppose  encore 

m=:  \,       /  m  =  I ,     N  =  24 . 

Les  vingt-quatre  solutions  seront  ici  formées  de  six  solutions  pour  les- 
quelles s  =  o,  de  seize  solutions  pour  lesquelles  s  =  :!!ii,  enfin  de 
deux  solutions  pour  lesquelles  ^  =  rt  2.  De  là 

^s*  =  i6-{-  ■i.i6z=^x  24. 

Notre  formule  est  encore  vérifiée. 

Soit  à  présent 

n  =  6, 
d'où 

m  =3,       ///2  =  4,     N=r24.4==96. 

Nos  quatre-vingt-seize  solutions  se  diviseront  ici  en  vingt-quatre  solu- 
tions pour  lesquelles  s  =  0,  on  quarant-huit  solutions  pour  lesquelles 
6-=  ±1  I,  et  en  vingt-quatre  solutions  pour  lesquelles  s  =  ±  :i.  Donc 

^■s*  ==48-1-  24. 16  =  18.24  =  ^~  X  96, 

comme  le  disait  encore  notre  formule. 
Soit,  comme  dernier  exemple, 

71  =  10, 
par  conséquent, 


m 


=  5,       fm  =  6,     N=:  24.6  =  144, 


Des  cent  quarante-quatre  solutions  qu'on  a  cette  fois,  vingt-quatre  ré- 
pondent k   6  =  o,  soixante  à  s  =  :±z  i ,   quarante-huit  à  s  =^  ^  7.  et 
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douze  à  5  =  ±1  3.  De  là  résulte 

2>y*=  6oH- 48.16 -f-  12.81  =  i2.i5o, 

ce  qui  peut  aisément  s'écrire 

2s'  =  ^*  X  24.6, 

conformément  à  notre  formule. 

Observons,  en  terminant,  que  si,  au  lieu  de  ne  considérer  que  le 
premier  terme  s^  dans  l'équation 

on  considérait  les  deux  premiers  termes  ^%  .y'%  il  serait  facile  de  trou- 
ver la  somme, 

des  valeurs  du  produit  s^ s'^  pour  toutes  les  représentations  de  n.  En 
élevant  en  effet  au  carré  les  deux  membres  de  l'équation 

71  =  s' -h  s"  4-  s"'  4-  s"'% 
on  a  l'équation  nouvelle 

n'  =  s*-h  s'*  +  s"'  -f  /"  +  2  {s'  /'  +  s'  /"  +  s'  s""  4-  s"  s"'  -4-  s"  s""  -+-  s"'  s""). 

Ajoutons  membre  à  membre  toutes  les  équations  de  ce  genre  pour  l'en- 
semble des  représentations  dcTz,  et  observons  que  les  quatre  sommes 

l'\  2^"'  2*'".  2^"*' 

ont  pour  valeur  commune  ^  N,  et  que  d'un  autre  côté  les  sommes 

^{s^n,  2(^'*")'  I^i^'^n.  2i'"'"")^  2(^"'^") 

sont  toutes  égales  à 
il  s'ensuivra  que 

d'où 

2(^2^'î)=='ilN,     c'est-à-dire    -^{s' s'')=  n' j  m. 
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NOUVELl.E  THÉORIE 

CES 

FONCTIONS   DE  YARIABLES    IMAGINAIRES; 

Par  m,  Maximiliex  MARIE, 

Ancien  élève  de  lÉcole  Polytechnique. 


PREMIÈRE  PARTIE. 

CLASSIPICATIOy    DES    V\LELRS    IMAGINAIRES    CORRESPONDANTES    DE    LA 
FONCTION    ET    DES    VARIABLES    DONT    ELLE    DEPEND. 

Le  Mémoire  dont  nous  commençons  la  publication  contiendra  les 
applications  de  la  méthode,  que  nous  développons  dans  ce  premier  ar- 
ticle, à  la  recherche  des  périodes  des  intégrales  simples,  doubles  ou 
d'ordre  quelconque,  à  l'étude  de  la  marche  d'une  fonction  implicite 
d'une  ou  de  plusieurs  variables  imaginaires,  etc. 

Nous  nous  bornons,  dans  cette  première  partie,  à  reproduire  sous 
une  forme  plus  concise,  et  avec  de  légères  additions  ou  corrections,  le 
résumé  d'un  ouvrage  que  nous  avons  publié  en  1 845  sur  le  même  sujet. 

Ce  résumé  était  indispensalde  pour  l'intelligence  des  articles  qui 
suivront,  et  qui  font  le  principal  objet  de  notre  publication  actuelle. 


CHAPITRE  PREMIER. 

Des  lieux  imaginaires  dont  il  sera  question  dans  ce  Mémoire. 

1.  Les  solutions  imaginaires  d'une  équation  indéterminée  sont  infi- 
niment plus  nombreuses  que  les  solutions  réelles  de  la  même  équation. 

Une  équation  f\jc,j)  =  o,  ne  contenant  qu'une  variable  indépen- 
dante, ne  fournit  qu'une  seule  suite  de  solutions  réelles,  embra.ssant 
un  espace  plus  ou  moins  étendu  entre  +  ce  et  —  =c  ,  soit  par  rapport 
à  X,  soit  par  rapport  à/;  mais  si,  dans  la  même  équation,  on  rem- 
Tome  m     J*  série  .  —  Octobre  i8iS.  1^* 
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place  jc  par 

etj-  par 

a'  4-  ]S'  v^^^  : 

comme  on  n'anra  entre  les  quatre  variables  a,  jS,  a',  /3'  que  deux  re- 
lations, provenant  de  la  décomposition  du  premier  membre  de  l'équa- 
tion 


/(a  +  iSV-  r,     a'  +  ^'v/-  i)  =  o 

en  ses  deux  parties  réelle  et  imaginaire,  l'indétermination  deviendra 
double. 

De  même,  dans  une  équation  J{jc,  /,  z)  =  o,  l'indétermination 
n'est  que  double  tant  qu'on  n'en  considère  que  les  solutions  réelles,  et 
devient  quadruple  lorsqu'il  s'agit  des  solutions  imaginaires. 

2.  On  pourrait  donc  étendre  considérablement  le  champ  d'une 
équation  indéterminée,  en  s'habituant  à  en  étudier  les  solutions  ima- 
ginaires aussi  bien  que  les  solutions  réelles;  on  les  classerait  d'abord 
afin  d'y  réduire  l'indétermination  au  même  ordre  que  celle  des  solu- 
tions réelles  de  la  même  équation,  et  si  l'on  pouvait  ensuite  attacher  à 
des  choses  réelles  et  sensibles  la  représentation  sous  forme  imaginaire, 
il  est  clair  qu'on  serait  paivenu  à  exprimer,  sous  une  même  for- 
uude,  d'abord  la  loi  principale  et  caractéristique  observée  par  les  va- 
riables réelles,  et,  en  outre,  une  infinité  d'autres  lois  analogues  à  la 
première. 

L'emploi  des  formes  négatives  aurait  donc  permis  de  condenser  dans 
vuie  même  formule  l'expression  des  lois  correspondantes  aux  différentes 
phases  d'un  même  phénomène,  et  l'emploi  des  formes  imaginaires 
permettrait  d'y  lire  encore  l'expression  des  lois  d'une  infinité  de  phé- 
nomènes analogues  au  premier. 

Une  équation  à  deux  variables  pourrait  représenter  une  courbe 
réelle  et  une  infinité  de  courbes  imaginaires;  une  équation  à  trois  va- 
riables représenterait  une  surface  réelle  et  une  infinité  d'infinités  de 
surfaces  imaginaires. 

5.   La  réalisation  de  ce  plan  nécessite  la  solution  de  deux  questions 
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préalables  :  comment  classera-t-on  les  solutions  imaginaires  d'une 
équation  à  deux  ou  à  trois  variables;  et  comment  ensuite  construira- 
t-on  le  point  correspondant  à  chaque  solution  imaginaire?  Car  en 
résolvant  arbitrairement  ces  deux  questions,  on  pourrait  associer,  au 
lieu  géométrique  représenté  réellement,  tous  les  lieux  imaginaires  que 
l'on  voudrait  et  qui  n'auraient  avec  le  premier  aucune  propriété  com- 
mune présentant  quelque  intérêt. 

Avant  tout,  il  faudra  que  les  lieux  imaginaires,  associés  au  lieu  réel, 
restent  les  mêmes  quels  que  soient  les  axes  auxquels  le  lieu  réel  vienne 
à  être  rapporté;  c'est-à-dire  que  les  coordonnées  réelles  de  chaque 
point  imaginaire  devront  se  former  des  parties  réelles  et  imaginaires 
de  ses  coordonnées  imaginaires,  suivant  une  loi  telle,  que  ce  point  se 
retrouve  toujours  à  la  même  place  sur  le  plan  ou  dans  l'espace,  soit 
qu'on  le  construise,  par  rapport  aux  anciens  axes,  au  moyen  de  ses 
coordonnées  fournies  par  l'équation  proposée,  soit  qu'on  le  construise 
par  rapport  à  un  nouveau  système  quelconque  d'axes,  au  moyen  de 
ses  nouvelles  coordonnées  composées  des  anciennes,  d'après  les  for- 
mules propres  à  passer  de  l'un  des  systèmes  d'axes  à  l'autre  pour  un 
point  réel. 

Cette  question  étant  supposée  résolue,  il  faudra  en  second  lieu  que 
la  loi  de  progression  des  solutions  d'une  même  suite  soit  telle,  que,  les 
lietix  imaginaires  associés  au  lieu  réel  étant  définis  et  construits,  on 
puisse  les  étudier  aussi  bien  dans  l'équation  qui  les  représentera  imagi- 
nairement  que  dans  celles  qui  les  représenteraient  réellement  ;  il  fau- 
dra que  les  mêmes  questions  posées,  soit  par  rapport  au  lieu  réel,  soit 
par  rapport  à  l'un  quelconque  des  lieux  imaginaires  représentés  par  la 
même  équation,  puissent  être  résolues  au  moyen  des  mêmes  calculs,  de 
façon  que  pour  passer  de  l'un  des  lieux  aux  autres,  il  n'y  ait  jamais  qu'à 
substituer,  dans  les  résultats  obtenus,  des  coordonnées  imaginaires 
à  des  coordonnées  réelles,  et  non  pas,  ce  qui  est  bien  différent,  de  cer- 
taines fonctions  des  paramètres  des  lieux  imaginaires  à  des  fonctions 
analogues  des  paramètres  du  lieu  réel,  comme  on  l'avait  fait  jusqu'ici 
dans  toutes  les  tentatives  de  géométrie  comparée  ;  comme  on  fait,  par 
exemple,  lorsque,  pour  passer  de  l'ellipse  à  l'hyperbole,  on  remplace, 
dans  les  résultats,  le  carré  de  l'un  des  axes  de  la  première  courbe  par 
le  carré  affecté  du  signe  moins  de  l'axe  non  transverse  de  la  seconde. 

46.. 
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L'être  géométrique  alors  ne  serait  plus,  comme  dans  l'antiquité,  une 
branche  on  nappe  de  courbe  ou  de  surface,  jouissant  dans  toute  son 
étendue,  et  sans  aucune  modification  quelconque,  de  propriétés  abso- 
lument identiques;  ni,  comme  dans  la  géométrie  moderne,  un  assem- 
blage de  plusieurs  branches  ou  nappes  dont  les  points  jouiraient  de 
jjropriétés  pareilles,  à  la  différence  près  de  quelques  changements  de 
sens  ou  de  direction;  mais  une  courbe  ou  surface,  lieu  principal  dans 
la  question  qui  en  aurait  fourni  l'équation,  accompagnée  d'une  infi- 
nité d'autres  lieux  secondaires,  iouissant  de  propriétés  analogues,  et 
qui  se  substitueraient  au  lien  réel  toutes  les  fois  qu'il  ne  pourrait  plus 
fournir  les  solutions  déterminées  qu'on  s'était  proposé  d'obtenir. 

Mais  il  est  clair  que  les  deux  questions,  bien  qu'elles  puissent  être 
jîosées  séparément,  doivent  être  résolues  simultanément,  en  quelque 
sorte  l'îme  pour  l'autre;  il  eût  été  impossible  de  les  séparer  à  l'origine: 
toutefois  nous  pourrons  nous  borner  ici  à  donner  successivement  la 
solution  de  chacune  d'elles,  sauf  à  vérifier  ensuite  que  ces  deux  solu- 
tions concourent  bien  au  but  proposé. 

Nous  nous  occuperons  d'abord  des  équations  à  deux  variables,  c'est- 
à-dire  des  lieux  plans. 

4.  Mettons  de  côté,  pour  un  moment,  la  question  de  construction  : 
la  suite  de  solutions  imaginaires  de  l'équation  proposée,  qui  devra  pré- 
senter le  plus  d'intérêt  et  fournir  le  lieu  le  plus  analogue  au  lieu  réel, 
sera  évidemment  celle  qui  comprendrait  toutes  les  valeurs  réelles  de  jc, 
auxquelles  correspondraient  des  valeurs  imaginaires  de  y.  De  toutes  les 
suites  de  solutions  imaginaires  de  l'équation  proposée,  ce  sera  celle 
qui  s'éloignera  le  moins  de  la  suite  des  solutions  réelles  de  la  même 
équation. 

Mais  celte  première  idée  en  suggère  immédiatement  une  autre  :  si 
la  seconde  question,  qui  doit  nous  occuper  bientôt,  peut  être  résolue, 
si  l'on  peut  trouver,  pour  construire  le  point  correspondant  à  un  svs- 
teme  de  valeurs  imaginaires  de  œ  et  dej",  une  règle  qui  fournisse  tou- 
jours le  même  point  pour  la  même  solution  transformée  en  raison 
d'un  changement  d'axes  :  à  chaque  système  d  axes  correspondra  une 
suite  de  solutions  imaginaires  par  rapport  k  y  seulement,  présentant 
tout  autant  d'intérêt  que   la  première.  En  conséquence,  on   réunira 
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dans  une  même  suite  toutes  les  solutions  imaginaires  de  l'équation 
proposée  qui  pourraient  devenir  en  même  temps  réelles  par  rapport 
à  jc,  moyennant  un  changement  d'axes  convenable. 

Ainsi  se  trouvent  définies  toutes  les  suites  de  solutions  imaginaires 
de  l'équation  proposée  qui  fourniront  les  différents  lieux  imaginaires 
que  nous  considérons  comnie  représentés  par  cette  équation. 

Il  est  facile  de  découvrir  le  caractère  analytique  commun  de  toutes 
les  solutions  qui  formeront  une  même  suite  ;  ce  caractère  étant  connu, 
la  transformation  préalable  de  coordonnées  deviendra  superflue,  on 
pourra,  dans  l'équation  proposée,  rechercher  toutes  ces  solutions,  en 
sorte  qu'il  ne  restera  plus  qu'à  construire  le  point  représenté  par  cha- 
cune d'elles. 

Soient 

jc  =  a  -f-  ]S  V  —  1 , 

les  coordonnées  d'un  point  imaginaire  :  une  transformation  d'axes  les 
changera  en 

ce'  —  inx  +  7ij  =  ma  -{-  na'  -{-  [mp  +  n^')  y—  j, 

j'  =  m' X  -{-  n'j—  m' a  -l-  n'a'  h-  {m'  /S  -f  n' [i')  \  ~  i  ; 

la  nouvelle  abscisse  du  point  considéré  serait  donc  réelle  si  -  se  trou- 

// 

vait  égal  à  —  — •  On  voit  que,  quelles  que  soient  les  équations  quon 
ait  l'intention  de  traiter,  ensemble  ou  séparément,  une  même  transfor- 
mation de  coordonnées  pourra  rendre  en  même  temps  réelles  les  ab- 
scisses de  tous  les  points  représentés  par  celles  de  leurs  solutions  dans 
lesquelles  le  rapport  des  parties  imaginaires  de  y  et  de  œ  aurait  la 
même  valeur. 

Chacun  des  lieux  imaginaires  que  nous  nous  proposons  d'étudier, 
concurremment  avec  le  lieu  réel  représenté  par  une  équation  quel- 
conque, sera  donc  fourni  par  les  solutions  de  cette  équation,  où  le  rap- 
port des  parties  imaginaires  de/  et  de  JC  aurait  la  même  valeur. 

Nous  désignerons  habituellement  ce  rapport  par  la  lettre  C,  et  nou& 
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lui  donnerons  le  nom  de  caractéristique  du  lieu  imaginaire  corres- 
pondant. 

Les  caractéristiques  d'un  même  lieu  imaginaire  rapporté  successive- 
ment à  deux  systèmes  d'axes  différents  sont  liées  par  la  relation 

ce  sin  Y'  Y  +  C  sin  X'  Y  —  C  sin  Y'  X  —  sin  X'  X  =  o . 

Il  suffirait  évidemment  de  changer  convenablement  la  direction  de 
Taxe  des/  pour  rendre  réelles  par  rapport  à  x  telles  solutions  que 

l'on  voudrait,  où  j-  aurait  la  même  valeur;  en  effet,  des  solutions  ac- 
tuellement réelles  par  rapport  à  x  resteraient  telles,  quelque  nouvelle 
direction  qu'on  donnât  à  l'axe  des  x  sans  changer  celle  de  l'axe  des/, 
puisque  la  nouvelle  abscisse  ne  dépendrait  que  de  l'ancienne. 

Si  l'on  ne  fait  varier  que  l'axe  des  j,  la  relation  précédente  se  sim- 
plifie :  elle  devient 

CC/sinY'Y  +  CsinXY-C'sinY'X  =  o. 

On  peut  tirer  de  cette  équation  une  relation  entre  la  caractéristique  du 
lieu  imaginaire  qu'on  veut  considérer  et  la  direction  qu'il  faudrait 
donner  à  l'axe  des  j",  pour  rendre  ses  abscisses  réelles. 

C  étant  la  caractéristique  du   lieu,   si  ses  abscisses  sont   devenues 
réelles,  C  est  infini  et  la  relation  précédente  se  réduit  à 

CsinY'Y  =  sinY'X, 

ou 

sin  Y'  X 


C=: 


sin  y  Y 


C'est-a-dire  que  la  caractéristique  de  chacun  des  lieux  imaginaires  est 
le  coefficient  angulaire  de  la  direction  qu'il  faudrait  donner  à  l'axe 
des/',  pour  rendre  ses  abscisses  réelles. 

5.  Arrivons  maintenant  à  la  construction  du  point  représenté  par 
chaque  solution  imaginaire. 

Soient  

x=.  a  -f-/3  \  —  1  • 

/  =  a'  H-  |3'  V  —  1 , 
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les  coordonnées  d'un  point  imaginaire  quelconque  :   une  transforma- 
tion de  coordonnées  les  chanjîera  en 


'»" 


x'  =  mx  -f-  nj  =:i  m7.  -^  n  a'  -{- [m  ^  -h  ^  /3')  \/  —  i , 
y  =  m' X  -+-  n' y=z  m' rj,  ^  71!  a!  -\-  [m' ^ -^  n' ^')\J  —  i  ; 

or  il  est  évident  que  si  dans  les  anciennes  aussi  bien  que  dans  les  nou- 
velles coordonnées  on  remplace  yj  —  \  par  i,  et  qu'on  construise,  par 
rapport  aux  deux  systèmes  d'axes,  d'une  part  le  point 

JT  =  a  -f-  /3, 

et  de  l'autre  le  point 

x'  =  me/,  -f-  «  a'  H-  [m  ^  ■+■  nfi'), 
f  —  mlrj.^  n' c/J  +  [m' Ci  +  n' [t>'  ■ . 

ces  deux  points  coïncideront. 

On  peut  donc  adopter  la  règle  qui  vient  d'être  énoncée  ;  elle  revient 
à  regarder  \j  —  i  comme  un  signe  caractéristique  de  la  nature  de  la 
grandeur  représentée,  mais  qui  ne  saurait  en  modifier  l'étendue.  On 
peut  concevoir  cette  règle  sous  un  autre  point  de  vue  :  si  l'on  imagine 
menées  de  l'origine  les  lignes  qui  aboutiraient  aux  points  [a,  a'],  [p,  p'J 
dans  l'ancien  système  d'axes  et  aux  points  [/wa+zza',  w'a -h  «'a'], 
[m/3  +  /2jS',  m']3  -h  /î'|S']  dans  le  nouveau,  les  deux  premières  coïnci- 
deront avec  les  deux  dernières;  on  pourrait  se  rendre  de  l'origine  au 
point  [jcj]  ou  [^\/',]  en  décrivant  la  ligne  brisée  dont  les  côtés  seraient 
égaux  et  parallèles  aux  lignes  qui  joindraient  l'origine  aux  points  [a,  a'J, 
[p,  /5'1  ou  [//2a  +  /za',  m'a -h /^'a'],  [wjS  + /i/3',  m' f:^  +  ?i' ^'];  qu'on 
opérât  sur  l'un  ou  l'autre  système  d'axes,  on  aurait  décrit  la  même 
ligne,  brisée  au  même  point. 

Pour  tous  les  points  appartenant  a  lui  même  lieu  imaginaire,  —   est 

constant  :  le  second  côté  de  la  ligne  brisée  conserverait  donc  une  di- 
rection fixe,  parallèle  à  celle  qu'il  faudrait  donner  à  l'axe  des  y  pour 
rendre  réelles  les  abscisses  de  tous  les  points  de  ce  lieu. 
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Si  l'équation  considérée  a  ses  coefficients  réels,  a  la  solution 


X  ^=  a  -{-  [i  V  ~  '  » 


j  =  a'  -\-  /5'\  —  I 
il  en  correspond  ime  autre 


jr  =  a  —  i'5  \  —  I, 


j  =  a'-/3W 


qui  appartient  à  la  même  suite,  les  deux  points  [a+|3\  —  i,  a -i-/5'v  —  i], 
l^^r  _  5  ^  _i,  a'  —  j3'  V  —  i]  appartiennent  à  un  même  lieu  imaginaire  ; 
îes  seconds  côtés  des  deux  lignes  brisées  qui  y  mènent  de  l'origine 
sont  égaux  et  opposés,  ce  sont  les  moitiés  d'une  corde  de  ce  lieu  me- 
née parallèlement  à  la  direction  qu'il  faudrait  donner  à  l'axe  des  j 
pour  rendre  ses  abscisses  réelles;  le  point  où  les  deux  lignes  se  brisent 
est  le  milieu  de  cette  corde,  c'est  donc  un  point  du  diamètre  du  lieu 
considéré  correspondant  aux  cordes  parallèles  à  la  direction  qu'il  fau- 
drait donner  à  l'axe  des  ^  pour  rendre  ses  abscisses  réelles. 

6.  En  résumé,  les  lieux  imaginaires  que  nous  nous  proposons  d'étu- 
dier, que  nous  associons  à  chaque  lieu  réel  et  que  nous  regardons 
comme  représentés  aussi  bien  que  lui  par  son  équation,  sont  toutes  les 
courbes  que  l'on  obtiendrait  en  prenant  les  solutions  de  l'équation 
proposée,  où  le  rapport  des  parties  imaginaires  dej;^  et  de  x  serait  une 
constante  arbitraire  C,  et  construisant  pour  chaque  solution  le  point 
qui  aurait  pour  coordonnées  les  mêmes  valeurs  de  x  et  de  j,  dans 
lesquelles  on  aurait  remplacé  y  — i  pa»'  ï-  Nous  donnerons  habituel- 
lement le  nom  de  conjuguées  de  la  courbe  réelle  à  ces  courbes  imagi- 
naires. 

Si  des  parallèles  menées  dans  le  plan  de  la  courbe  réelle  ne  la  cou- 
pent pas  toutes  en  autant  de  points  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  degré  de 
son  équation,  il  existe  nécessairement  une  conjuguée  ayant  pour  ca- 
ractéristique le  coefficient  angulaire  commun  de  ces  parallèles;  les 
rencontres  avec  cette  conjuguée  et  avec  la  courbe  réelle  complètent 
pour  chaque  parallèle  ^saut  le  cas  où  elles  ont  une  des  directions 
asvmptoti  }ues)  le  nombre  marqué  par  le  degré  de  l'équation. 
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Si  Ton  peut  mener  à  la  courbe  réelle  des  tangentes  parallèles 
à  la  direction  qu'il  faudrait  donner  à  l'axe  des  j  pour  rendre 
réelles  les  abscisses  .d'"ne  conjuguée,  cette  conjuguée  passe  évidem- 
ment par  les  points  de  contact  de  ces  tangentes,  elle  est  elle-même 
tangente  en  ces  points  à  la  courbe  réelle,  et  les  deux  courbes  ont 
leurs  concavités  tournées  en  sens  contraires.  La  courbe  réelle  est 
donc  l'enveloppe  de  ses  conjuguées  ou  du  moins  d'une  partie  de  ses 
conjuguées. 

Si  toutes  les  droites  imaginables  menées,  dans  le  plan  de  la  courbe 
réelle,  parallèlement  aux  rayons  d'un  secteur  circulaire,  coupent  tou- 
jours cette  courbe  en  autant  de  points  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  degré 
de  son  équation,  la  courbe  n'a  pas  de  conjuguée  dont  la  caractéris- 
tique puisse  être  comprise  entre  les  coefficients  angulaires  des  rayons 
extrêmes  du  secteur  en  question. 

Si  l'on  ne  peut  pas  mener  de  tangentes  à  la  courbe  réelle  parallèle- 
ment à  une  direction  donnée,  et  que  cependant  les  parallèles  à  cette 
direction  la  coupent  en  un  nombre  de  points  moindre  que  le  degré  de 
son  équation,  il  existe  une  conjuguée  ayant  pour  caractéristique  le 
coefficient  angulaire  de  la  direction  considérée,  mais  cette  conjuguée 
ne  touche  plus  la  courbe  réelle. 

Les  courbes  imaginaires  représentées  par  une  même  équation,  soit 
qu'elles  touchent  ou  ne  louchent  pas  la  courbe  réelle,  peuvent  avoir 
une  seconde  enveloppe  que  nous  déterminerons  plus  tard. 

On  peut,  pour  discuter  et  construire  une  des  conjuguées  d  une 
courbe,  soit  rendre  ses  abscisses  réelles,  en  changeant  la  direction 
de  l'axe  des  ^',  et  faire  ensuite  passer  .r  par  toutes  les  valeurs  réelles, 
dans  la  nouvelle  équation;  soit  calculer  et  construire  les  coordonnées 
des  rencontres  imaginaires  de  la  courbe  j)roposée  avec  des  droites 
réelles  ayant  pour  coefficient  angulaire  la  caractéristique  de  la  con- 
juguée qu'on  veut  obtenir.  Nous  désignerons  souvent  ces  droites  sous 
le  nom  de  cordes  réelles  de  la  coîijuguée. 

Les  conjuguées  de  l'ellipse  sont  toutes  les  hyperboles  qui  ont  avec 
elle  un  système  de  diamètres  conjugués  commun;  elles  occupent  tout 
le  plan,  sauf  l'intérieur  de  la  courbe. 

Les  conjuguées  d'une  hyperbole  sont  toutes  les  ellipses  qui  ont  avec 
elle  un  système  de  diamètres  conjugués  commun,  leurs  caracléristi- 

Tome  Ui  (a^série).  —  Novembre  i8r)8.  H  7 
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qiies  sont  comprises  entre  les  coefficients  angulaires  des  rayons  asymp- 
totiques  menés  du  centre  aux  deux  branches  de  la  courbe.  Ces  conju- 
guées, qui  toutes  touchent  la  courbe  réelle,  ont  pour  seconde  enveloppe 
l'hyperbole  ayant  les  mêmes  axes,  mais  changés  de  transverse  en  non 
transverse,  et  réciproquement;  elles  occupent  toute  la  portion  du 
plan  comprise  entre  les  deux  enveloppes. 

Les  conjuguées  d'une  parabole  sont  des  paraboles  égales  et  opposées 
par  un  diamètre  commun  ;  elles  occupent  tout  l'espace  situé  en  dehors 
de  la  proposée. 

7.  Des  surfaces  imaginaires.  —  Nous  construirons,  comme  en 
géométrie  plane,  le  point  correspondant  à  une  solution  imaginaire 
quelconque  d'une  équation  à  trois  variables,  en  remplaçant  le  signe 
y'_  j  par  I  dans  les  valeurs  trouvées  pour  ses  coordonnées.  La  posi- 
tion du  point  ainsi  obtenu  sera  indépendante  du  choix  des  axes,  c'est- 
à-dire  que  le  même  point  sera  toujours  fourni  par  la  solution  primitive 
et  par  cette  solution  transformée  en  raison  du  déplacement  des  axes  ; 
car  les  formules  qui  servent  à  passer  d'un  système  à  un  autre,  dans 
l'espace,  sont  linéaires,  comme  celles  qui  servent  à  effectuer  le  même 
passage  dans  un  plan,  et  c'était  là  en  définitive  la  raison  de  la  perma- 
nence du  point  obtenu. 

Quant  aux  conjuguées  de  la  surface  réelle  représentée  par  l'équation 
proposée,  nous  formerons  chacune  d'elles  de  la  réunion  des  points 
correspondants  aux  solutions  de  cette  équation  dans  lesquelles  les 
rapuorts  des  parties  imaguiaires  de  z  et  de  oc.  de  z  et  de  j*  seraient  des 
nombres  constants  C  et  C  ;  ces  rapports  seront  les  deux  caractéristiques 
de  la  conjuguée  correspondante. 

Il  est  évident  que  les  solutions  de  l'équation  proposée  dans  lesquel- 
les z  seulement  serait  imaginaire,  se  changeraient,  par  suite  d'une 
transformation  d'axes,  en  d'autres  dans  lesquelles  les  rapports  des 
parties  imaginaires  de  z  et  de  jr,  de  z  et  de  jr  seraient  constants;  et  que 
réciproquement  on  pourrait  rendre  réelles  par  rapport  à  jc  et  j-,  en  di- 
rigeant convenablement  l'axe  des  z,  toutes  les  solutions  dans  lesquelles 
les  parties  imaginaires  des  trois  variables  seraient  dans  des  rapports 
constants. 

Les  conjuguées  d'une  surface  seront  donc  toutes  les  surfaces  qu'on 
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obtiendrait  en  donnant  successivement  à  l'axe  des  -  toutes  les  direc- 
tions, et  construisant,  pour  chacune  d'elles,  les  valeurs  imaginaires  de 
z  correspondantes  à  des  valeurs  r^  elles  de  .r  et  de  j. 

Chaque  conjuguée  touchera  la  surface  réelle  suivant  son  contour 
apparent  parallèlement  a  la  direction  qu'il  faudrait  donner  à  l'axe  des 
z  pour  rendre  réelles  les  abscisses  et  les  ordonnées  de  cette  conjuguée; 
la  surface  réelle  sera  donc  l'enveloppe  de  ses  conjuguées. 

Les  conjuguées  d'un  ellipsoïde  sont  des  hyperboloïdes  continus 
ayant  trois  diamètres  conjugués  communs  avec  lui. 

Les  conjuguées  de  l'hyperboloïde  à  une  nappe  sont  des  ellipsoïdes 
ou  des  hyperboloïdes  à  deux  nappes,  suivant  que  la  direction  qu'il 
faudrait  donner  à  l'axe  des  z  pour  rendre  leurs  abscisses  et  ordonnées 
réelles  est  ou  non  comprise  dans  l'intérieur  du  cône  asymptote;  cha- 
cune de  ces  conjuguées  a  trois  diamètres  conjugués  communs  avec  la 
surface  réelle. 

L'hyperboloïde  à  deux  nappes  a  pour  conjuguées  des  hyperboloïdes 
à  une  nappe  ayant  avec  la  surface  réelle  un  système  de  diamètres  con- 
jugués communs.  Les  caractéristiques  de  ces  conjuguées  ne  peuvent 
prendre  toutes  les  valeurs,  parce  que  lorsque  l'axe  des  z  est  dirigé  dans 
l'intérieur  du  cône  asymptote,  les  valeurs  de  z  correspondantes  à  des 
valeurs  réelles  de  x  et  de  y  sont  elles-mêmes  toujours  réelles. 

Les  conjuguées  du  paraboloïde  elliptique  sont  des  paraboloïdes 
hyperboliques  de  mêmes  paramètres,  et  réciproquement. 


CHAPITRE  IL 

Discussion  des  conjuguées  d'une  courbe  ou  d'une  sur/ace  au  moyen  de 
Véquntioîi  qui  les  représente  en  même  temps  que  le  lieu  réel. 

8.  De  la  ligne  droite.  —  On  étudie  une  courbe  en  la  mettant 
en  rapport  avec  des  lignes  plus  simples  ;  mais  si  la  ligne  qu'on  veut 
étudier  est  représentée  imaginairement,  il  faut  que  celle  qu'on  veut 
lui  comparer  le  soit  aussi. 

Nous  devions  donc  chercher,  de  la  ligne  droite,  une  équation  qui  la 
représentât  en  coordonnées  imaginaires.  Mais  une  même  liç^ne  donnée 
peut  être  représentée  imaginairement  par  une  infinité  d'équations  dif- 

4-- 
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férentes,  même  sous  Ja  condition  que  le  rapport  des  parties  imaginaires 
des  coordonnées  d'un  quelconque  de  ses  points  reste  constant. 

L'équation  que  nous  cherchions,  pour  suffire  à  tous  les  besoins, 
devait  contenir  quatre  constantes,  puisqu'on  devait  pouvoir  faire 
passer  la  droite  qu'elle  devait  représenter  par  deux  points  choisis  à  vo- 
lonté, dont  les  coordonnées  contiendraient  quatre  quantités  diffé- 
rentes. 

Cette  équation,  outre  la  droite  qu'on  avait  pour  principal  but  de 
représenter,  fournirait  en  tous  cas  une  infinité  d'autres  lieux,  et  il  était 
important  que  tous  ces  lieux  fussent  des  lignes  droites. 

L'équation 


j-  =  (/7i  -h  /2  ^  —  I  )  ^ -f-  p  H-  ^  y  —  I 

satisfait  à  toutes  ces  conditions  :  elle  représente  toutes  les  hyperboles, 
réduites  à  leurs  asymptotes,  conjuguées  de  l'ellipse  nulle 


j  =  mx  +  /)  4-  V  —  [noc  -f-  qY^ 


Toutes  ces  droites  forment  un  faisceau  divergent  du  point 

q  ma 

qui  nest  autre  que  le   point  où  se  réduit  l'ellipse,  et  se  confondent 
avec  les  diamètres  prolongés  de  cette  courbe. 
Cela  posé,  l'équation 

j-  =  (m  -{-  Ti\  —  \)  X  -^  p  -^  q  \  —  i 

représentant  une  infinité  de  droites,  connue  une  équation  quelconque 
f  (•^">  j)^^  ^  représente  une  infinité  de  courbes,  on  voit  qu'on  pourra, 
entre  l'une  des  courbes  et  l'une  des  droites,  pourvu  qu'elles  aient 
même  caractéristique,  établir  telle  relation  qu'on  voudra;  on  coupera 
la  courbe  par  la  droite,  on  rendra  la  droite  tangente  ou  asymptote  à  la 
courbe,  etc. 

On  ferait  pour  le  cercle  ce  qu'on  vient  de  faire  pour  la  droite,  si  on 
voulait  l'employer  comme  terme  de  comparaison  à  l'étude  des  courbes 
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imaginaires;  mais,  pour  le  moment,  nous  ne  nous  occuperons  que  de 
la  droite. 

9.  Intersections  d'une  droite  et  des  conjuguées  d'une  courbe.  — 
La  méthode  par  laquelle  nous  avons  pu  obliger  l'équation  d'une 
courbe  à  représenter  en  même  temps  qu'elle  et  au  même  moment, 
c'est-à-dire  dans  le  même  calcul,  toutes  les  conjuguées  de  cette  courbe, 
est  fondée  tout  entière  sur  cette  remarque  :  lorsque  la  même  question 
est  posée  soit  par  rapport  à  la  courbe  réelle,  soit  par  rapport  a  l'en- 
semble de  ses  conjuguées,  le  nombre  des  inconnues  dans  le  second 
cas  est  double  de  ce  qu'il  serait  dans  le  premier,  il  faut  donc  aussi 
que  le  nombre  des  données  soit  double  ;^  dans  le  premier  cas  les  don- 
nées réelles  doivent  être  introduites  dans  les  calculs  sous  forme  réelle, 
dans  le  second  elles  devront  l'être  sous  une  forme  imaginaire  qui  per- 
mette dans  leur  représentation  une  indétermination  suffisante  qu'on 
laissera  subsister  jusqu'à  ce  que,  le  calcul  achevé,  on  veuille  en  rendre 
le  résultat  relatif  à  la  courbe  réelle  ou  à  l'une  de  ses  conjuguées  dé- 
signée. 

Ainsi  la  même  droite  jr  =  ax  +  b  peut  se  trouver  représentée  par 
une  infinité  d'équations  de  la  forme 


jr  =  (m  -h  n  \/  —  i)  jc  -h  p  -h-  q  \j'  —  t , 

et  sous  des  caractéristiques  différentes.  Si  donc  on  voulait  avoir  les 
points  de  rencontre  de  cette  droite  avec  une  courbe  J^{jo,  j")  =  o  ou 
avec  l'une  de  ses  conjuguées,  il  faudrait  l'introduire  sous  la  forme  in- 
déterminée 


jr  =  (m  -+-  n  \l—  i)  jc  -h  p  -h  q  \'—  i, 

en  réservant  les  deux  conditions  qui  établiraient  son  identité  géomé- 
trique, savoir  : 

m  -h  n  -\ =  a,     p  -h  Q  -i — ^  =  b. 

m  —  n  —  C  '  '         m  —  n  —  C 

qui  se  réduisent  à 

m  -h  n  =  a,     p  -^  q  =  b, 
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lorsque  C  est  infini;  on  ferait  le  calcul  d'élimination  et  de  résolution 
sur  les  équations 


/(.x,  jr)  =  o,     j  =  {m  -^nsj-  \)  n-\-  p-h  q  \-  i, 

et  l'on  n'introduirait  qu'à  la  fin,  d'abord  les  deux  conditions  précé- 
dentes, ensuite  celle  que  les  coordonnées  des  points  de  rencontre  ap- 
partinssent, comme  on  le  voulait,  à  telle  ou  telle  conjuguée. 

10.  Diamètres.—  Soient  jc,  etJ■^  les  demi-sommes  des  coordonnées 
de  deux  points  quelconques  pris  sur  une  même  conjuguée  ou  sur  des 
conjuguées  différentes  d'une  courbe  f{x,j)  =  o,  le  point  [x,,  j-,  ] 
sera  toujours  au  milieu  de  la  droite  qui  joindrait  ces  deux  points.  Si 
les  deux  points  choisis  appartiennent  à  une  même  conjuguée  ayant 
pour  caractéristique  C^  le  point  [  jf ,,  ^,  ]  appartiendra  aussi  au  système 
C;  dans  le  cas  contraire,  les  caractéristiques  des  trois  points  seront 
différentes. 

Supposons  maintenant  que  l'équation 


^=  {m  -h  n  \  —  i)  3C-{-  p  +  q  yj  —  i 

soit  satisfaite  par  les  coordonnées  des  points  choisis,  elle  le  serait  aussi 
par  jc  =  x^,  J  =  Ji- 

Cela  posé,  si  nous  remplacions  dans  l'équation 

et  dans  l'équation 


j  =  {m  -hn  \'—  i)  x-hp  -h  q  \' —  i, 

X  par  X  +  Xt  et  f  par  J  -i-  Ji,  les  coordonnées  nouvelles  des  deux 
points  choisis  deviendraient  égales  et  de  signes  contraires  et  devraient 
satisfaire  aux  équations 

f{x-hX,  ,     J-f-  J,)r=0, 


y  =z  {m  -h  n  \'  —  i)  x; 
l'équation 

/[x-\-x,,    {in-h  n\—  i)  X  -hji] 
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devrait  donc  avoir  en  x  deux  racines  égales  et  de  signes  contraires  : 
^\i  J\  et  m  +  n  y/—  i  satisferaient  donc  à  une  certaine  condition 

F  (x, ,  j, ,   w  +  7Z  V  —  I  )  =  o 

identique  à  l'équation  générale  des  diamètres  de  la  courbe  réelle  et 
qui  fournirait  les  milieux  de  toutes  les  cordes  qu'on  pourrait  imaginer 
entre  les  points  représentés  par  l'équation 

Mais  il  ne  faudrait  pas  croire  que  m  et  n  étant  déterminées,  les  so- 
lutions d'un  même  système  C  de  l'équation 

F  {œ^  jt,  m  ~h  n  \  —  1)  =  o 

fourniraient  les  différents  points  du  diamètre  qui  couperait  en  parties 
égales  les  cordes  menées  dans  la  conjuguée  C  de  la  courbe  proposée 
parallèlement  à  la  droite 


/  2/^' 

y  z=  [m  -h  n  -\ 

*'  \  m  —  n  — 


jc  ^  ax. 


En  général,  pour  obtenir  la  suite  de  ces  points,  il  faudrait  faire  va- 
rier m  et  n  en  les  assujettissant  à  la  condition 

m  -h  ?i  -i -,  =  rt, 

fn  —  n  —  C 

et,  pour  chaque  système  de  valeurs  de  m  et  de  n,  ne  prendre  que  cer- 
taines des  solutions  du  système  C  de  1  équation 

11.  Centres.  —  Si  une  courbe  a  un  centre,  il  appartient  aussi  à 
toutes  ses  conjuguées,  cela  est  évident;  si  elle  n'en  a  pas,  ses  conju- 
guées n'en  ont  pas  non  plus,  car  si  l'une  d'elles  en  était  douée,  la 
courbe  réelle,  qui  serait  comprise  parmi  les  conjuguées  de  celle-ci,  en 
aurait  donc  aussi  un. 
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12.  Tangentes .  —  Celle  des  conjuguées  d'une  co\\vhef[x,  j):=o 
qui  passe  au  point  [x' ,  j-'J,  dont  les  coordonnées  satisfont  à  la  condi- 
tiony(j:',  j-')  =  G,  a  pour  tangente  en  ce  point  celle  des  droites  re- 
présentées par  l'équation 

qui  passe  au  même  point. 

En  effet,  sur  chacune  de  ces  lignes  le  point  infiniment  voisin  du 
point  [jc',  j'\  se  déterminerait  par  les  mêmes  conditions.  Si 


que 

et  que 


x"=.a'  -+-   |3'  sl-y  +  da!  +  d'p'  .  V-i 


j"  =  a,  +  jS' C  V - 1  +  dc/\  +  ^/B' . C  V -  I , 

désignent  les  coordonnées  d'un  point  pris  à  une  dislance  infiniment 
petite  du  point  [x',j"']  sur  l'une  ou  l'autre  des  deux  lignes  considérées, 
les  trois  variables  da\  d^',  da^  seront  dans  l'un  et  l'autre  cas  assujet- 
ties aux  deux  mêmes  conditions 

da'  +  dp's/'^    ~      f'y' 

Cela  posé,  si  l'on  veut  d'un  point  extérieur  ou  parallèlement  à  une 
droite  mener  une  tangente  à  une  courbe  f[oc^jr)  ■=  o,  ou  à  l'une  quel- 
conque de  ses  conjuguées,  on  pourra,  en  introduisant  les  données  sous 
forme  imaginaire,  mettre  en  équation  le  problème  dans  toute  sa  géné- 
ralité de  la  manière  suivante  : 

i".  S'il  s'agit  de  mener  la  tangente  par  un  point  extérieur  donné, 
on  introduira  les  coordonnées  de  ce  point  sous  une  forme  indéter- 
minée [^",  /"],  les  quantités  a?"  ety  n'étant  encore  assujetties  qu'à  ces 
deux  conditions,  que  si  l'on  y  remplaçait  y  —  i  par  i,  elles  devinssent 
égales  aux  coordonnées  réelles  du  point  donné  ;  x',  j'  désignant  les 
coordonnées  du  point  de  contact,  la  tangente  cherchée  serait  repré- 
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sentée,  sous  le  même  coefficient  caractéristique  que  le  point  [^'7'], 
par  l'équation 

on  exprimera  donc  que  x  =  x",  j^  r=^*  vérifient  cette  équation,  ce 
qui  donnera,  pour  déterminer  x'  etj\  l'équation 

que  l'on  adjoindra  à  l'équation 

/(x',  7')  =  o. 

Ces  deux  équations  étant  résolues,  on  achèvera  de  déterminer  x"  etj' 
en  exprimant  que  les  deux  points  [jo"j"],  [jo'y]  appartiennent  au 
même  système  que  la  conjuguée  à  laquelle  on  voulait  mener  la  tan- 
gente. 

2**.  S'il  s'agit  de  mener  la  tangente  parallèlement  à  une  droite  don- 
née 7  =  aœ^  on  introduira  le  coefficient  angulaire  de  cette  droite  sous 
une  forme  indéterminée  m  -h  n\  —  i  ;  x  y'  désignant  les  coordonnées 
du  point  de  contact,  la  tangente  cherchée  serait  représentée,  sous  le 
même  coefficient  caractéristique  que  le  point  \^' y'\  par  l'équation 

/'  t' 

on  exprimera  donc  que  —  ji—,  =^m-\-n\  —  i ,  et  cette  équation,  com- 
binée avec  f  oc' ,  j')  =  o,  permettra  de  déterminer  x'  et  y'  ;  alors  si 
c'était  à  la  conjuguée  ayant  pour  caractéristique  C  qu'on  voulût  me- 
ner une  tangente,  on  déterminera  m  et  n  par  les  conditions  que 

m  -h  /^  -i 7;  =  n , 

et  que  le  point  [^' J*']  appartienne  à  la  conjuguée  C. 

3".  Si  l'on  voulait  avoir,  de  toutes  les  tangentes  à  la  courbe  pro- 
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posée  et  à  ses  conjuguées,  une  équation  générale  ne  contenant  d'autre 
constante  arbitraire  que  le  coefficient  angulaire  de  chaque  tangente,  il 
suffirait  de  résoudre  la  question  par  rapport  à  la  courbe  réelle;  si 

y  =z  mx-h  o  (m) 
est  l'équation  générale  des  tangentes  à  la  courbe  f{x,  j)  =  o, 

^  =  (m -h  71 V  —  i)  ^ -T- 9  (m -h  «  v/ —  î) 

sera  évidemment  l'équation  générale  des  tangentes  aux  conjuguées  de 
cette  courbe. 

On  pourra,  si  on  le  veut,  adjoindre  à  cette  équation  une  condition 
qui  fixe  le  point  de  contact  sur  une  conjuguée  déterminée. 

15.  Asymptotes.  —  Si.  en  suivant  la  règle  pour  déterminer  les 
asymptotes  dune  courbe  f[x,j)=:o^  on  a  trouvé  pour  1  une  d'elles 
une  équation  à  coefficients  imaginaires 


)■  =  {m  -h  n  \f—i)  x-{-p-\-q\—i. 

Cette  équation  représentera  une  infinité  de  droites,  et  chacune  d'elles 
sera  évidemment  asymptote  à  la  conjuguée  de  même  caractéristique 
de  la  courbe  proposée. 

Si  l'une  des  équations  obtenues  avait  son  coefficient  angulaire  réel, 
elle  représenterait  une  seule  droite  asymptote  commune  à  toutes  les 
conjuguées,  parce  que  toutes  les  solutions  imaginaires  d'une  équation 


j  =  a3c  +  p'^qs-i 
ne  peuvent  fournir  que  les  points  de  la  seule  droite 

jr  z=  ax  -^  p -{- q. 

Si  l'une  des  équations  obtenues  était  entièrement  réelle,  elle  représen- 
terait une  droite  asymptote  en  même  temps  à  la  courbe  réelle  et  à  celle 
de  ses  conjuguées  qui  aurait  pour  caractéristique  le  coefficient  angu- 
laire de  cette  droite,  mais  ne  donnerait  rien  pour  les  autres  conjuguées 
qui  manqueraient  de  l'asymptote  correspondante,  parce  que  toutes  les 
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solutions  imaginaires  d'une  équation  y  =  ax  +  /;,  lorsque  a  ^\h  sont 
réels,  appartiennent  au  système  C=:rt. 

14.  Du  plan.^l^es  solutions  imaginaires,  de  mêmes  caractéristiques 
C  et  C,  d'une  équation  linéaire  à  trois  variables 

(M-4-N\/^^)  jr-i-  (p  +  Qy/IT,)  j4-(r  +  Sv/^)2-H  I  =0, 

doivent  encore  fournir  les  points  d'une  surface  plane,  car  l'élimination 
de  a,  a',  a",  /3  entre  les  équations 

(Mh-NV^TT)  (a  +  Ë  vCrr)  H- (P  +  Qs/=^)  (a'+ iv/=T) 

-f-  (R  +  S  V -~T)  (a"  -h  /3  \J'^)  -f-  T  =  o, 


JC  = 

a  H- 

c' 

J  = 

a'  + 

C 

z  ^=^ 

a"4- 

p, 

donnera  nécessairement  une  équation  linéaire  entre  x,jr  et  z. 
Tous  les  plans  représentés  par  l'équation 

(M-hNv'^).r  +  (P4-Qv-^)7  4-(R-HSv/'^)2+  1  =  0, 
passent  par  la  droite  réelle 

M.r -f- Pj  +  RzH- I  =  o, 

Njt  4-Qj+Sz  =  0. 

15.  Des  lignes.  ■—  Deux  équations  à  coefficients  réels  ou  imae^i- 
naires,  prises  au  hasard,  ne  fourniraient  généralement  qu'un  nombre 
limité  de  solutions  communes  appartenant  à  un  même  système  [C,  C]  ; 
il  faut,  pour  que  le  contraire  arrive,  que  les  quatre  équations  dans 
lesquelles  se  décomposeraient  les  proposées,  lorsqu'on  y  supposerai! 
les  variables  imaginaires,  se  réduisent  à  trois;  si  ce  fait  se  présente, 
quelles  que  soient  les  caractéristiques  C  et  C,  le  système  (\e&  deux 

48.. 
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équations  peut  être  regardé  comme  représentant  une  infinité  d'infinités 
de  lignes;  si  cela  n'a  lieu  qu'autant  que  C  et  C  satisfassent  à  une  cer- 
taine condition,  le  système  des  deux  équations  ne  représente  plus 
qu'une  infinité  de  lignes,  plus  une  infinité  de  points  isolés;  enfin,  si  les 
quatre  équations  restent  toujours  distinctes,  quels  que  soient  C  et  C, 
le  sj^stème  des  deux  proposées  ne  représente  qu'une  infinité  d'infinités 
de  points  isolés. 

16.  De  la  ligne  droite.  —  Le  système  de  deux  équations  linéaires, 
telles  que 

X  =  (m  4-  n  v/—  i  )  z  4-  /)  +  </  y  —  i  ^ 
jr=:  [m' -h  n' s/ —  i)  z -h  p'-hq'\'—J, 


n  q 

aVJLICllCB  —  — 

le  plan 


dans  lesquelles  —,z=—^,  représente  un  faisceau  de  droites  contenues  dans 


n'  œ  —  nj  r=  [ti'  m  —  nm')  z  -h  n'  p  —  np'  \ 

les  deux  caractéristiques  d'une  de  ces  droites  sont  liées  par  la  relation 

n'C  —  «C'=  n'  m  —  îini'. 

17.  Plan  tangent.  —  Le  plan  tangent  à  une  surface  imaginaire  en 
un  point  oc\j',  z'  est,  comme  si  ce  point  appartenait  à  la  surface  réelle, 
représenté  par  l'équation 


[^-^')%  +  {j-y)%  +  ^-^- 


o. 


18.  Tangentes.  —  La  tangente  à  une  courbe  à  double  courbure 
imaginaire  et  son  plan  osculateur  sont  représentés  par  les  mêmes  équa- 
tions qui  les  fourniraient  réels. 

19.  Remarque.  —  INous  ne  prétendons  nullement  imposer  comme 
seuls  rationnels,  seuls  pratiques,  les  principes  qui  nous  ont  guidé  dans 
ce  qui  précède.  En  matière  d'interprétation  des  solutions  imaginaires 
des  équations,  c'est  par  l'utilité  des  résultats  obtenus  qu'on  devra  tou- 
jours juger  des  méthodes  proposées  :  nous  n'avons  aucune  opinion  ex- 
clusive à  cet  égard. 
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Nous  ne  voyons  pas  trop  comment  on  pourrait  substituer  à  la  nôtre 
une  manière  différente  de  construire  le  point  correspondant  à  une  so- 
lution imaginaire  de  l'équation  mise  à  l'étude  ;  mais  quelque  intérêt 
qui  s'attache  aux  lieux  que  nous  avons  étudiés,  par  ce  fait  seul  qu'ils 
se  substituent  toujours  au  lieu  réel  dans  tous  les  cas  où  celui-ci  n'a 
plus  de  point  qui  jouisse  de  la  propriété  demandée,  il  est  évident  qu'oii 
pourra  avoir  à  en  étudier  d'autres  renfermés  dans  les  mêmes  équations, 
mais  définis  par  de  nouvelles  conditions  autres  que  celle  de  la  con- 
stance dans  les  rapports  des  parties  imaginaires  de  la  variable  dépen- 
dante et  des  variables  indépendantes. 

Au  reste,  la  plupart  des  propriétés  que  nous  avons  reconnues  dans 
les  lieux  que  nous  avons  étudiés,  conviendraient  aussi  à  tous  ceux  qu'or) 
pourrait  définir  d'une  autre  manière. 

Ainsi,  quelque  relation  complémentaire  qu'on  établisse  entre  les 
parties  réelles  et  imaginaires  des  variables  x  et  y^  dans  les  deux 
équations 

/(x,  j)  =  o 
et 

pour  y  réduire  l'indétermination  au  premier  ordre,  toujours  celui  des 
lieux  représentés  par  la  seconde  équation,  qui  passera  au  point  [^'/'], 
sera  tangent  en  ce  point  à  celui  des  lieux  de  même  espèce,  et  passant 
par  le  même  point  que  représenterait  la  première. 

De  même,  si  en  recherchant  les  asymptotes  de  la  courbe 

f(x,f)=:o 

on  a  trouvé  pour  l'iuie  d'elles  une  équation 

y  =  (m  -\-  n  \/  —  \)  X -\- p  +  q\'  —  i , 

quelque  relation  complémentaire  qu'on  établisse  à  vofonté  entre  les 
parties  imaginaires  de  x  et  dej,  dans  les  deux  équations,  le  lieu  re- 
présenté dans  un  système  par  la  seconde  sera  toujours  asymptote  au 
lieu  représenté  par  la  première  dans  le  même  système. 
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20.  Enveloppe  imaginaire  des  conjuguées.  —  Ce  que  nous  venons 
de  dire  des  lieux  que  pourrait  fournir  l'équation 

si  l'on  en  associait  les  solutions  suivant  une  règle  choisie  à  volonté,  va 
nous  conduire  à  un  résultat  important  :  toutes  les  courbes  imaginaires, 
partant  du  point  [x'j^'],  qui  seraient  définies  par  l'équation  f{^' ■,_)')  =  o 
et  par  diverses  conditions  complémentaires  qu'on  aurait  successive- 
ment établies  entre  les  parties  réelles  et  imaginaires  de  x  et  dej,  doi- 
vent être  tangentes  respectivement  à  celles  qui  partiraient  également  du 
point  [^' J^']  et  qui  seraient  représentées  par  l'équation 

à  laquelle  on  aurait  adjoint  les  mêmes  relations  complémentaires;  mais 
lorsque  le  coefficient  angulaire  —  7:7-;  est  réel,  toutes  ces  courbes  de- 
viennent tangentes  entre  elles  au  point  [x'  j'],  et  par  conséquent  à  la 
conjuguée  qui  y  passe. 
En  effet,  une  équation 


j  =  ajc-hp  +  cjsj^i, 

dans  laquelle  a  est  réel,  ne  peut  fournir  que  des  points  appartenant  à 
la  droite  j  =  ax -h  p -h  q;  car  si  x  =  a-h  ^sj—i  et  j=  a!  -h  ^'\]—i 
en  forment  une  solution 

OLz=.a(/.-^p     et     P'  =  «Ph-ç, 
par  conséquent 

a' +  ]3' =  «  (  a  + /3  ) -i- /?  H- ^. 

Les  solutions  de  l'équation  f[x,j)  =  o,  qui  satisfont  à  la  condi- 
tion  que  —  jr-  soit  réel,  sont  donc  telles,  que  toutes  les  lignes  imagi- 
naires qui  passent  aux  points  qu'elles  fournissent,  si  elles  résultent  de 
l'équation  /(^,  y)  =  o,  y  ont  la  même  tangente. 

Cette  propriété  appartient  évidemment  à  tous  les  points  situés  sur  la 
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courbe  qui  limite  ia  portion  du  plan  couverte  par  les  points   repré- 
sentés par  les  solutions  imaginaires  de  l'équation  f  [pc^  y)  =  o. 

f'x 

La  condition  —  jj—  =.  réel  est  donc  l'équation  de  cette  courbe. 

Les  conjuguées  d'une  surface  peuvent  aussi  avoir  une  enveloppe 
imaginaire;  ainsi  les  ellipsoïdes  imaginaires  conjugués  d  un  hyperbo- 
loïde  continu  ont  pour  seconde  enveloppe  l'hyperboloïde  h  deux 
nappes  de  mêmes  axes,  changés  de  réels  en  imaginaires,  et  réciproque- 
ment. Cette  seconde  enveloppe  se  trouve,  comme  en  géométrie  plane, 
par  la  condition  que  les  deux  dérivées  partielles  de  z,  par  rapport  à  x 
et  iij'.  soient  réelles;  mais  en  général  elle  ne  touche  plus  chaque  con- 
juguée qu'en  un  point,  tandis  que  la  surface  réelle  les  touche  suivant 
des  courbes  tout  entières. 
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EXTRAIT    D'UNE   LETTRE    DE    M.    O.    SCHLX3M1LCH 
A    M.    LIOU VILLE. 


La  Note  de  M.  E.  Roche,  insérée  dans  un  des  derniers  cahiers  de 
votre  Journal  (juillet  i858),  me  donne  l'occasion  de  remarquer  que 
la  formule  de  M.  Roche  n'est  qu'un  cas  spécial  d'une  formule  très- 
générale  que  j'ai  publiée  il  y  a  â'i%  ans  dans  mon  Handhuch  der  DiJJe- 
tejitialrechnung,  etc.,  Greisswald,  1847-1848.  Ce  livre  pouvant  ne  pas 
être  connu  en  France,  je  me  permets  d'en  donner  un  extrait  relatif  a 
l'objet  mentionné. 

En  faisant  usage  de  la  méthode  employée  par  M.  Cauchy  pour  dé- 
montrer la  formule 

on  parvient  aisément  à  la  formule  plus  générale 

?(^)  — ?(«)    _  <f'[a-h^{b—a)] 
V')  .if^t)  —  ^{a)         .y[a-hs{b  —  a)]' 

elle  exige,  1°  que  les  fonctions  o{x),  f'  iJc)^  ^{jc),  ^'  {x)  soient  finies 
et  continues  entre  les  limites  x=a  et  .T=^b,  et  1°  que  la  dérivée 
ib'[x)  ne  change  pas  de  signe  entre  ces  limites.  En  prenant  «  =  o  et 
b  =  /?,  l'équation  11)  devient 

Adirîcttant  donc  ^[h]  comme  somme  de  la  série 

/  ia  -h)  +  \fia  -  h)  +  i-/"(«  -  A)  -^  . , . 

+ — J'''-'(^-h). 

j  .2. . .  1  «  —  I)  '^  ^  ' 
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on  aura 

et,  en  vertu  de  la  formule  (2), 

Enfin,  à  l'aide  des  substitutions  a  =  x-hhets.=  i  —  6,  on  parvient 
à  l'équation 

dans  laquelle  la  fonction  <h  est  arbitraire,  pourvu  qu'elle  satisfasse  aux 
;Conditions  énoncées.  Le  cas  spécial  t|/  (/^)  =  //''  est  celui  que  M.  Roche 
a  traité. 

Je  profite  de  celte  occasion  pour  vous  envoyer  en  outre  la  Note  ci- 
jointe,  qui  aura  peut-être  quelque  intérêt,  vu  la  simplicité  des  résultats 
obtenus. 


SUR  LE  CHANGEMENT  DE  LA  VARIABLE  INDÉPENDANTE 
DANS  LES  DÉRIVÉES  D'UNE  FONCTION  ; 

Par  m.  O.  SCHLÔmLCH 


On  connaît  suffisamment  la  méthode  élémentaire  à  l'aide  de  laquelle 
on  peut  trouver  les  dérivées 


ilu       d^u       (Ou 


de  la  fonction  u  =  Y  (z),  dans  le  cas  où  z  cesse  d'être  la  variable  indé- 
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pendante  et  devient  fonction  dune  autre  variable  x.  En  posant 

(l)  U=:Y{Z\       Z=(d{x\       F[©(x)]=:/(^),. 

on  obtient  les  équations 


dz  "'   "       t'{x)- 


■;Z7=F  [?(^)]=^-^ 7(7)^  ' 

Comme  ces  formules  deviennent  très-compliquées,  on  se  peut  pro- 
poser le  problème  de  les  simplifier,  en  indiquant  la  loi  de  leur  forma- 
tion ;  nous  ferons  voir  que  cette  loi  se  présente  sous  une  forme  assez 

élégante.  Pour  cela  nous  remarquons  d'abord  que  l'expression    —rr^s^ 

est  ce  que  devient 

ç(.r-+-p)  — <?(^)-^ 

on  a  de  plus 

,'ix)rix)-y"ix)rix)        n  ^L_y/'(^+pa  pour^^o, 

et  on  en  conclura  par  induction  que  la  formule  générale  sera 

dans  laquelle  l'indice  (o)  veut  dire  que  Ion  doit  prendre  p  =  o  après 
avoir  achevé  les  différentiations  par  rapport  à  p. 

La  démonstration  de  notre  fornude  repose  sur  une  autre  formule 
que  nous  allons  développer.  En  posant,  pour  abréger, 


Q  = 


?(«-+-p)  — ?(^)* 
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on  a  identiquement 

Nous  multiplions  les  deux  membres  de  cette  équation  par  û"^'.  et 
après  cela  nous  différentions  k  fois  par  rapport  à  p,  en  faisant  usage 
de  la  formule 

Dp(/39)  =  pDpO  -h  A:Dp~'ç; 
de  cette  manière  nous  parvenons  à  l'équation 

-  pD^,(.Q''-^  D,£))  -  A-dJ~'  (û'^-*  DpO)  a-  d' Û"  =  «p'i  x;' D^D"-' . 
Dans  le  cas  de  /s  =  o,  cette  équation  se  réduit  à 

ou  bien 

En  introduisant  le  facteur 

^'^^^  = i.2.3.../^ ' 

nou5  aurons  enfin 

(4)     (>-  i)a-,[D^"'D,û«]  +  (^^-  .),[D^Q'']„^  =  («),9'(^)[D*n-*],o,. 

Maintenant  la  formule  (  2)  qu'on  sait  être  exacte  pour  n  =  i  peut  être 
aisément  démontrée  pour  n  quelconque  par  le  raisonnement  si  connu 
où  l'on  passe  d'une  valeur  de  n  à  la  valeur  suivante  n  h-  i .  On  a  d'abord 

49- 
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la  dérivée  de  cette  équation,  prise  par  rapport  à  jt,  est 

F'-'^[î>(^)].9'(^) 

=  [n%,  /^-'  {x)+\  [D.  ù'%,  +  («  -  0.  [Dp  ^"U  \  f"  (^) 

H- 1  (/2  - 1  ),  [d;d,  q"]  0,  +  (/i  - 1)3  [D;n«];o)  ! /="-?  (^) 


(?=^) 


En  remplaçant  [n"](o)  par  w' {x)[ù"-^*  ]-o^  et  en  faisant  usage  de  la 
formule  (4),  on  trouve  l'équation 

F"-'^  [9  (^)]  =  [Û"-'  ],o)  / "-^'^  (^)  -b  ('0,  [D,  P--'  ](o) Z^"'  (^) 

qui  est  la  même  que  si  l'on  avait  écrit  n  +  1  an  lieu  de  n  dans  la  for- 
mule primitive.  Nous  remarquerons  encore  que  l'on  peut  la  présenter 
sous  la  forme 

(5)  Fiy(a;)]=/(^),  F"[y(^)i=Dr'{[.^(.^i;,,)]7'(£)| 

Nous  ferons  quelques  applications  de  ce  théorème. 
L'équation 

X=:(p(j), 

résolue  par  rapport  à  j",  donnerait  une  valeur  de  la  forme 

et  toute  fonction  de  j"  serait  aussi  une  fonction  de  ûcj  donc  si  ion 
considère  la  fonction 

on  a 

^^  =  '^  =  F'"'(-)  =  F'"'[?(r)]. 

Ou  voit  qu'il  suffit  d'écrire  j"  au  lieu  de  x  dans  la  formule  (5),  ce  qui 
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donne 

Le  cas  le  plus  simple  est  /(j)  =j;  la  différentiation  de  la  fonction 
inverse,  déterminée  par  l'équation 

x  =  9(7), 

se  fait  donc  à  l'aide  de  la  formule 

^^^  d^-^^       L?(?)-?(j)Ju=r)' 

La  formule  (5)  peut  aussi  servir  pour  trouver  immédiatement  les 
théorèmes  de  Burmann  et  de  Lagrange;  en  effet  cette  déduction  nVst 
qu'une  simple  transformation  du  théorème  de  Maclaiirin  que  nous 
présentons  sous  la  forme 


'  I  X  .  2  I  .  2 ...   «  ' 


I  X  .  2 

En  prenant 

z=^  {œ),     F(z)  =  F  [cp  (x)]  =  f{x), 

on  a  d'abord 

on  en  déduit  F^"*^  (o)  en  prenant  pour  x  une  racine  de  l'équation 

(f{x)  =  o. 
Soit  a  une  de  ces  racines,  alors  on  trouve 

F«(o)  =  D?-{[L^]7'l?)[^.^. 
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et,  par  conséquent, 


(9)     A„=Dr'|[^]7'wU 


«) 


C'est  la  formule  de  Burmann  présentée  à  l'Institut  l'an  1796.  Quant 
au  reste  R„,  il  est 

ou  bien,  si  l'on  fait  la  substitution  t  =z  o[u), 

R„=_i—   f\o{œ)-c^iu)f¥^'^^''[<p{u)]o'{u)du; 

mais  il  faut  remarquer  que  les  limites  m  =  a  et  w  =  o:  ne  sont  justes 
que  sous  la  condition  que  o'  {u)  ne  change  pas  de  signe  entre  w  =  fX  et 
«  =  or,  parce  que  t  est  une  quantité  qui  croît  ou  qui  décroît  de  ^  =  o 
à  i  =  ç  {x).  Enfin  la  formule  (a)  donne 

Remplaçons  mamtenant  x  par  j^  et  <p(^)  par^^-^-r^  nous  aurons 
alors,  en  vertu  des  formules  (8)  et  (9) , 

(n)       /(^)=/(«)+^^+...+  ^-^„(^)Vr„, 

(12)  A„=D;-|i'(7r/'(r)i</=«); 

à  l'aide  de  la  substitution  ^-7— r  =  ^1  o"  ^"^  déduit  immédiatement  le 

+  (/} 
théorème  de  Lagrange. 
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^v^*lvv^«^  IV^.VM^A*v\^v^A<.^^vu  'Aa vwv«^^v^  w>w>w^\%vv««  w«\ 


INOIE 

SUE 

LA  RÉSOLUTION  DE  L'ÉQUATION  DU  QUATRIÈME  DEGRE 
PAR   LES   FONCTIONS   ELLIPTIQUES; 

Par  m    V.-A    LEBESGLE, 

Professeur  honoraire  de  la  Faculté  des  Sciences  de   Bordeaux. 


Après  avoir  montré  que  réquation  du  cinquième  degré  peut  être 
résolue  par  les  fonctions  elliptiques,  M.  Hermite  a  donné  des  formules 
pour  résoudre  par  les  mêmes  fonctions  les  équations  du  quatrième 
degré  dont  l'invariant  quadratique  est  nul.  Il  se  présentait  donc  un 
problème  important,  du  moins  théoriquement,  celui  qui  consiste  à 
trouver  pour  une  équation  du  quatrième  degré  dont  Tinvariant  qua- 
dratique n'est  pas  nul,  une  transformée  pour  laquelle  cet  invariant 
fût  égal  à  zéro.  M.  Hermite  a  indiqué  dans  les  Comptes  rendus  du 
il\  mai  i858  une  solution  savante  et  très-générale,  mais  qui  paraît  en- 
traîner des  calculs  assez  longs.  L'objet  de  cette  Note  est  d'indiquer 
une  solution  effective,  fort  courte  comparativement.  Mais  néanmoins 
quand  on  voudra  trouver  en  nombres  les  valeurs  des  racines,  c'est 
toujours  à  la  formule  des  éléments  qu'il  faudra  recourir. 

Proposition  I .  —  Si  dans  une  équation 

(  f(jc)  —  a^x'"  -^  mn,x"'-'  -i-'"  '"~''  a^x'"-'' -^  ... 
(i)  w  ^    >         0  1  2         =* 

'  -I-  ma^-t  X  -^  am=-  o. 


on  pose 
d'où 


x=z  jr  -\-  h, 

'  -^  mbrr,-,J—   Ik,,=  O. 
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on  aura 

b,  =  ûoh  -h  a^, 

br,=:  riQJr  -h  "ia,  h  -^  n^, 

^3  =  ûoli^  -+-  3a,  h^  -+-  Za^h  4-  ^3, 

bt  =  aji''  -\-  l\aji^  -^-  Sa^h-  -h  lia^h  -i-  a^, 

Cest  la  conséquence  immédiate  de  la  substitution. 

Proposition  II.  —  Si  dans  l'équatioTi  (i)  07i  pose 

a^x  -h  at  =  X, 
on  aura 

(3)  X"4-^i^A.X"-'  +  '"'"'~.'1'3'~"a.X"-'+...+  A„  =  o, 

et  les  fonctions  A2,A3,...,  A;„  des  coefficients  a^,  a,,  a^,...,  a^  ne 
changeront  pas  quand  on  remplacera  a^^  ai,  a^y  etc.,  par  b^^  è, , 
b.2 ,  etc- 

Si  l'on   faisait  disparaître  le  second  terme  de  l'équation  (2).  l'in- 
connue Y  =  ^0  J  +  ^<  serait 

hQf-^bi:=ao\x  —  h)-\-aoh-^ai  =  aQX-\-a^=zX, 

on  retrouve  donc  l'équation  (3),  d'où  la  propriété  énoncée  pour  les 
fonctions  Aa ,  A3 ,  etc. 

Dans  le  quatrième  degré,  l'équation  (3)  devient 

X*  -f-  6AjX=  4-  4A3X  +  A,  =  o, 
«t  l'on  a 

Aa  =  '70^2  —  <^i, 

A3  =  r/^fla  —  3^0  rt,  ^2  •+-  ^^?5 

A4  =  ala^  —  4^0^^)  ^3  -+-  ^a^a^a^  —  ^^t 

=zal{aQa^  —  4«)<^3  -+-  3^:  —  3  («0^2  —  «7/'; 
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or 


est  ce  qu'on  nomme  l'invariant  quadratique.  On  a 

Cet  invariant  reste  donc  le  même  pour  l'équation  en  j. 
Il  en  sera  de  même  de  l'invariant  cubique 

J   =  rtort2«4    4-   art,  «2^3   —   ^0^3  ^*^i    —  '^2  5 

parce  que  l'on  a 

rt  «  J  ^—  A  2  A  4  "~~  A  g  ""~  A  .T  . 

Proposition  III. — L'invariant  quadratique  de  l'équation  aux  carrés 
des  racines  de  V équation 

a^x"  +  [\a^  x^  -H  6^2^*  +  4^3-3^  ■+-  «^  =  o, 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  en  posant  x^  =  w,  de  Inéquation 

[aoU^  -f-  6^2 M  -4-  fl^)'*  —  i6w(«,  «  -h  a^y 
=  Co  W*  -h  4C,  w'  4-  6  Ca  W^  H-  4  Ca  W  4-  C*  =  O 


^.yi  eg^aZ  à 


|(i2l«^-36Jfl2  +  I')- 


3 
C'est  le  résultat  du  développement  de  l'invariant 

CiQ  L^  —  4C<  C3  -H  0  Liô  • 
Problème.  —  Etant  donnée  l'équation 

aoX*  -h  4^1-^'  -H  6^2 «a^'*  -^-  4^3  «3^  +  rt^  =:  o 
<^ori^  V invariaîit  quadratique  n'est  pas  nul,  trouver  une  transjormée 

bojr'  4-  4^1  j'  -t-  6^2  j'  4-  4^3  J  H-  ^*  =  o 
rfo72^  l'invariant  quadratique  soit  nul. 

Tome  III  (  2*  série).  —  Novembre  i8">8.  ^O 
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Solution.  —  Il  faut  poser  d'après  les  propositions  précédentes 

i2U^-36J^  +  P  =  o, 


d'où 


b.i  —  aji^  -T-  2a,^H-  /-/j  =  -^  (  3J  rt  — L=  VF  —  "^l^y 


On  reconnaît  ici  la  même  fonction  de  I  et  de  J  qui  se  présente  dans  la 
solution  de  M.  Hermite  (  Comptes  rendus,  p.  gôS). 

Ayant  /z,  on  connaîtra  les  coefficients  de  l'équation  en 

u  —  j''  —  {x  —  Kf, 
et  par  suite  y  et  x. 

Dans  la  pratique  il  faudrait  fixer  le  choix  de  la  valeur  de  A,  mais  ce 
qu'il  y  a  de  plus  court  sera  toujours  l'emploi  de  la  formule  des  élé- 
ments. Il  est  bien  évident  que  c'est  au  point  de  vue  théorique  qu'il 
faut  considérer  la  belle  découverte  de  la  résolution  des  équations  des 
cinquième  et  quatrième  degrés  par  les  fonctions  elliptiques. 
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NOTE 

SCR 

LA  THÉORIE  DE  LA  ROUE  HYDRAULIQUE  EN  DESSOUS 
A  AUBES  PLANES; 

Par  m.  RACHMAMXOW, 

Professeur  à  l'Université  de  Kiew 


1.  Les  expériences  nous  apprennent  que  le  travail  des  roues  hy- 
drauliques en  dessous  à  aubes  planes  n'excède  pas  les  o,3  du  travail 
moteur.  Néanmoins  ces  roues  sont  en  grand  usage  dans  les  lieux  où 
la  chute  d'eau  est  de  faible  hauteur  et  d'un  grand  débit.  Leur  boTj 
marché  et  la  simplicité  de  leur  construction  soutiennent  leur  usasse 
dans  les  lieux  où  l'on  manque  de  constructeurs  habiles. 

Ces  raisons  seraient  suffisantes  pour  motiver  un  travail  théorique 
sur  ces  roues,  mais  il  en  est  une  plus  importante.  La  roue  à  aubes 
planes  a  en  effet  été  la  base  du  développement  de  la  théorie  des  ma- 
chines en  général.  Les  plus  célèbres  hydrauliciens  en  ont  fait  l'objet 
de  leurs  investigations,  en  cherchant  à  faire  accorder  la  théorie  avec 
Texpérif^nce.  Mais  il  faut  malheureusement  reconnaître  que  les  formules 
données  jusqu'ici,  et  dans  lesquelles  on  prend  seulement  en  considé- 
ration la  perte  du  travail  par  le  choc  et  par  la  conservation  de  la  vi- 
tesse de  l'eau  qui  s'échappe  de  la  roue,  n'expliquent  qu'incomplète- 
ment les  variations  du  travail  utile  et  de  la  vitesse  la  plus  avantageuse. 
D'ailleurs  ces  formules  ne  contiennent  pas  les  dimensions  de  la  roue, 
ce  qui  montre  combien  elles  sont  loin  d'être  suffisantes. 

Gerstner,  le  premier,  puis  Redtenbacher,  ont  exposé  des  théories 
en  cherchant  à  se  mettre  d'accord  avec  les  données  de  l'expérience;  il 
ressort  de  leurs  formules  que  la  vitesse  de  la  roue  aux  extrémités  des 
palettes  doit  être  moindre  que  la  moitié  de  la  vitesse  de  l'eau  dans 
le  coursier  d  amont  :  ce  que  l'expérience  ne  vérifie  pas.  C'est  une  étude 
attentive  des  expériences  faites  sur  la  roue  en  dessous  par  des  obser- 

DO.. 
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vateiirs  habiles,  qui  m'a  conduit  à  quelques  changements  de  ia  théorie 
de  Gerstner,  avec  lesquels  je  vais  exposer  ici  la  théorie  de  la  roue 
hydraulique  en  dessous  à  aubes  planes. 

Avant  d'entrer  en  matière,  j'indiquerai  les  résultats  des  expériences. 
Smeaton  a  donné  six  séries  d'expériences;  dans  chaque  série  la  hauteur 
de  l'orifice  était  constante,  et  la  hauteur  du  niveau  d'amont  variait. 
Il  résulte  de  ces  tableaux,  1°  que  la  hauteur  de  l'orifice  étant  con- 
stante, le  rapport  de  la  vitesse  de  la  roue  à  celle  du  courant  s'accroît 
quand  la  hauteur  du  niveau  d'amont  diminue;  1°  que  la  hauteur  du 
niveau  d'amont  restant  constante,  le  même  rapport  s'accroît  quand  on 
augmente  la  hauteur  de  l'orifice.  Ce  rapport  peut  atteindre  et  même 
dépasser  o,5  quand  on  diminue  la  hauteur  du  niveau  d'amont  en  même 
temps  qu'on  augmente  la  hauteur  de  l'orifice. 

L'abbé  Bossut  a  conclu,  d'expériences  nombreuses  et  précises,  que 
le  meilleur  nombre  qu'on  puisse  prendre  de  palettes  simultanément 
immergées,  est  toujours  au  moins  égal  à  trois. 

2.  L  eau  qu'un  coursier  horizontal  ou  légèrement  incliné  amène 
sous  la  roue  en  dessous  à  aubes  planes,  n'est  pas  toute  employée  pour 
faire  tourner  cette  roue,  en  frappant  ses  palettes;  il  y  en  a  une  partie 
qui  passe  sous  la  roue  en  pure  perte,  et  c'est  le  volume  de  cette  eau 
inactive  que  nous  allons  déterminer,  pour  trouver  ensuite  le  volume 
de  celle  qui  exerce  son  action  sur  les  palettes.  La  perte  de  l'eau,  sous 
ce  point  de  vue,  dépend  de  deux  causes  :  i^  du  mouvement  des  palettes 
suivant  la  circonférence  de  la  roue,  et  1°  du  jeu  qui  existe  nécessai- 
rement entre  les  bords  des  aubes  et  le  coursier.  Comme  la  première 
de  ces  pertes  dépend  de  la  construction  du  coursier,  nous  considére- 
rons d'abord  le  coursier  rectiligne  et  horizontal. 

Nous  supposerons  que  tous  les  filets  du  courant  arrivent  sur  la  roue 
régulièrement  avec  la  vitesse  V.  Soient  A,  B,  et  A^B^  deux  palettes 
consécutives,  dont  la  distance  mesurée  sur  la  circonférence  extérieure 
de  la  roue  est  A,  Ao  =  e;  supposons  que  l'extrémité  de  la  palette  A,  B, 
louche  le  niveau  horizontal  du  courant  au  point  A,.  Désignant  par  v 
la  vitesse  uniforme  de  la  circonférence  extérieure  de  la  roue,  nous 
voyons  que  quand  le  bord  de  la  palette  A,  décrira  un  arc  du  cercle 
A,  M,  la  molécule  liquide  ,a,,  qui  viendra  toucher  la  palette  au  point  M, 


PURES  ET  APPLIQUEES. 

V 


397 


parcourra  l'espace   f^-M  =  -  •  A,  M,  car  les  étendues  parcourues  dans 
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le  même  temps  par  le  bord  de  la  palette  et  la  molécule  liquide  sont 
en  raison  directe  des  vitesses  correspondantes.  En  appliquant  le  même 
raisonnement  aux  autres  positions  de  la  palette  A,  B,,  nous  pourrons 
construire  la  courbe  A,C,,  sur  laquelle  se  trouvent,  au  moment  de 
l'immersion  du  bord  de  la  palette  dans  le  courant,  toutes  les  molécules 
liquides,  qui  atteindront  le  bord  de  la  palette  pendant  le  mouvement 
descendant  de  celle-ci  depuis  A,  jusqu'au  point  A  le  plus  bas  de  sa 
course.  En  prenant,  à  partir  des  points  de  la  ligne  A,  C,  les  distances 

V 

horizontales  A,D,  \l\).^,  CiCo,-.-,  égales  à  e-,  nous  construirons  la 

courbe  DC2,  sur  laquelle  se  trouvent  toutes  les  molécules,  qui  tou- 
cheront le  bord  Ao  de  la  palette  suivante  AoBo*,  cette  courbe  sera  tout 
à  fait  égale  à  A,C,.  Ainsi,  AjCiCaD  nous  représente  la  coupe  verti- 
cale et  longitudinale  du  volume  d'eau,  qui  passera  entre  les  palettes 
consécutives  A,  B,  et  AoBa-  Quand  la  palette  A,B,  décrira  l'arc  A,  A  «t 
se  trouvera  dans  la  position  verticale,  le  plan  A^CjCaD  se  déplacera 
horizontalement,  et  prendra  la  position  AGEF,  après  avoir  parcouru 

l'étendue  C,  A  =  A  A,  •  -  ;  AG  et  EF  sont  tout  à  fait  égales  aux  courbes 

A,C,  et  DU;  AE  =  C^C^  =  <r  • -^  • 

Au  point  A  la  palette  commence  son  mouvement  ascendant.  Quand 
elle  décrira  l'arc  AL,  la  molécule  liquide,  qui  viendra  toucher  la  pa- 

V 
lette  au  point  L,  traversera  l'étendue  N,L  —  -  •  AL;  par  conséquent, 
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quand  la  palette  se  trouve  dans  la  position  verticale  AH,  cette  molécule 
liquide  se  trouve  au  point  N,.  En  raisonnant  de  la  même  manière  re- 
lativement à  d'autres  molécules  liquides,  nous  construirons  la  ligne 
AN,I,  sur  laquelle  se  trouveront  toutes  les  molécules  qui  doivent 
toucher  le  bord  de  la  palette  dans  son  mouvement  ascendant.  Puisque 
la  ligne  EF  est  celle  des  molécules  qui  entreront  les  dernières  dans 
l'espace  compris  entre  ces  deux  palettes  consécutives  A,  B,  et  Ao  Bo,  et 
que  la  ligne  AI  est  celle  des  molécules  qui  atteindront  les  dernières 
les  palettes  AjB,,  le  plan  ApE  représente  la  coupe  longitudinale  et 
verticale  du  volume  d'eau  qui  passera  sur  le  coursier  sans  choquer  la 
palette  A,  B,.  Déterminons  la  grandeur  de  ce  plan.  Nous  voyons,  d'a- 
près la  figure,  que 

MN  =  a.N  -  uM  =  AA,  .  -  -  A,  M  .  -  =  MA  •  -  =  AL  .  -  =  LN,, 

par  conséquent, 

MN,  =  NL,     N,Q  =  QN. 

Ainsi  les  deux  courbes  ANG  et  AN,  I  sont  symétriquement  disposées 
relativement  à  la  verticale  CA.  Prenons  l'origine  des  coordonnées  au 
centre  C  de  la  roue  ;  la  verticale  sera  Taxe  des  j  et  l'horizontale  l'axe 
des  X.  Nous  désignerons  par  a  l'angle  MCA  correspondant  au  point  N, 
de  la  courbe  AN,  I;  par  R  le  rayon  de  la  circonférence  extérieure  de 
la  roue.  Les  coordonnées  du  point  N,  de  la  courbe  AN,  I  seront 

j:  =  N,Q  =  LN,  -  QL  =  r(©^-  sinçj), 

(l)  J  =  R.COSG. 

Mais  puisque  nous  considérons  seulement  la  partie  de  la  courbe 
qui  est  immergée  dans  le  courant,  nous  pouvons,  dans  la  série 

sin-  Q 
œ  =  sm©  H ^  -h..., 

nous;  limiter  aux  termes  du  second  degré  à  cause  de  la  petitesse  de 
l'angle  ^,  et  alors 

(a)  a:  =  R.  sincp  •  ( i 
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Eliminant  (p  entre  les  équations  (i)  et  (2),  nous  trouverons  pour  la 
combe  IN,  ANG 

R'  /V  \2  ' 

^       RM--/ 


équation   d'une  ellipse  dont  le  demi-axe  vertical  =:  R  et  le  demi-axe 


horizontal  =  R  ( i 


Pour  lui  point  N2  de  la  courbe  EF  nous  aurons  les  coordonnées 

(3)  x  =  NN2-QN  =  e^-  R  (9  ^  -  sin  9")  =  e^'-Rsinç  ('^  -  ij, 
^  =  R.cos(p. 

Des  équations  (a)  et  (3)  on  déduit,  en  appelant  (p,  l'angle  qui  corres- 
pond au  point  d'intersection  p  des  courbes  EF  et  AI,,  la  condition 

R.sin^,  (^-i)  =  e^-R.sin(p,  (^-  i)- 

Cette  équation  nous  donne 

(4)  R.sinç),  =^^^j. 

Substituant  cette  grandeur  dans  les  équations  (1)  et  (2),  nous  trou- 
verons les  coordonnées  du  point  d'intersection 

1     V 

ac.=^  -  e-1 

jt  =  R  cosip,  =  R  (  I  —  ^  sin*  9,  —  g  •  sin*  (p,  —  •  •  •  ) 

=:R[l--  Sin»  OP,  j    =  R  -   3^  .  ^^-::;:;;y,. 

La  dernière  équation  nous  donne 

expression  qui  nous  montre  que  la  grandeur  pi  est  d'autant  plus  pe- 
tite que  le  rayon  de  la  roue  est  plus  grand  et  que  la  distance  des 
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palettes  est  plus  petite.  En  supposant  la  roue  construite  de  manière 
que  l'on  ait 

où  A  =  —  désigne  la  profondeur  du  courant  dans  le  coursier,  Q  le 

b\  ^  r 

volume  d'eau  dépensée  en  une  seconde  et  b  la  largeur  du   coursier, 
nous  trouverons  pour  la  grandeur  du  plan 

Substituant  ici  à  x  et  j  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (i)  et  [i), 
nous  trouverons 

A/?EZ=  aRM-  —  ij    /    '(i  —  cos9).eos(pc?ip 


œ<  ]-> 


ou  approximativement 

kpEl=  R'.sin(p,  .(i  —  COS9,)  l-  —  I  j- 

Substituant  ici  à  sin^,  et  cosy,   leurs  valeurs  tirées  de  l'équation  (4), 
nous  aurons 

A/>E/=-^.^  ;■ 


En  multipliant  cette  équation  par  -,  nombre  des  palettes  soumises  à 

l'effet  du  courant  pendant  une  seconde,  et  par  la  largeur  /  delà  roue, 
nous  trouverons  le  volume  de  l'eau  coulant  inutilement  sous  les  pa- 
lettes pendant  une  seconde;  ce  volume  est  donc 

i^i  ^•—  16    R(V— .)'  16    R{V— i')'     A 

Si  la  roue  est  construite  de  manière  que 


I  e'T 


î^-J«=rR7v:r--  =  ^" 
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on  aura,  d'après  l'équation  (6), 


Q.  =  iQ, 


2 


c'est-à-dire  que  le  volume  de  l'eau  inactive  sera  égal  à  la  moitié  du 
volume  total  de  l'eau  dépensée. 

I/équation  (6)  nous  montre  que  la  dépense  d'eau  étant  constante, 
la  perte  de  l'eau  varie  dans  le  même  sens  que  la  distance  entre  les  pa- 
lettes et  en  sens  contraire  du  rayon  de  la  roue  et  de  la  profondeur  du 
courant.  Elle  montre  surtout  que  plus  la  roue  se  meut  lentement,  plus 
la  perte  d'eau  est  faible,  ce  qui  est  une  des  conséquences  les  plus  re- 
marquables de  cette  formule.  Elle  nous  explique  pourquoi  la  vitesse 
de  la  roue  en  dessous  à  aubes  planes  était,  dans  certaines  conditions. 
d'après  l'expérience,  moindre  que  la  moitié  de  la  vitesse  du  courant. 

Soit  «,  le  nombre  des  distances  e  entre  les  palettes  dont  les  bords 
se  trouvent  en  même  temps  sous  le  niveau  du  courant,  nous  aurons 

7^1  e  =  aAA, . 

Mais  en  prenant  approximativement  la  corde  pour  Tare 

(AA,)'  =  t2RA. 
Donc 

par  conséquent, 

e^  =  — —' 

«; 

Substituant  cette  valeur  dans  l'expression  (5),  nous  trouvons 

Cela  nous  montre  que  pour  que  R  —  j',  soit  ^  A,  il  faut  qu'on  ait 
ou 


n,^ 


>      V 


V  —  V 
Tome  ÎII  (a*  série).  —  Novembre  i858.  ^  ' 
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En   prenant  approximativement  v  =  ^Y,  nous  trouvons  que  pour 

que  R  —  Ji  soit  moindre  que  A,  il  est  nécessaire  que  trois  palettes  au 
moins  soient  simultanément  plongées  dans  le  courant  :  c'est  la  règle  de 
l'abbé  Bossut,  dont  nous  avons  parlé  au  commencement  de  cette  Note. 
Certains  hydrauliciens  ont  proposé  de  construire  un  ressaut  der- 
rière la  roue  et  d'abaisser  le  niveau  du  courant  dans  le  bief  d'aval 
jusqu'au  fond  du  coursier.  Alors  les  seules  molécules  liquides  qui 
choqueront  la  palette  sont  celles  qui  l'atteindront  pendant  son  mou- 
vement descendant  jusqu'à  sa  position  verticale,  et  il  n'est  pas  difficile 
de  trouver  de  la  même  manière  que  précédemment  que  le  volume  de 
l'eau  inutilement  dépensée  chaque  seconde  sera 

En  comparant  cette  expression  avec  l'expression  (6),  nous  voyons 
que  dans  ce  cas  la  quantité  de  l'eau  inutilement  dépensée  est  quatre 
fois  plus  grande  que  quand  le  coursier  est  rectiligne. 

Enfin  quand  la  roue  est  emboîtée  dans  un  coursier  circulaire,  régu- 
lièrement construit,  on  a 

Q,  =o. 

L'autre  perte  d'eau  provient  de  ce  qu'il  y  a  toujours  du  jeu  entre 
les  bords  des  palettes  et  le  coursier.  Si  nous  désignons  la  hauteur  du 
jeu  par  £,.  le  volume  de  l'eau  perdue  sera 

(7)  Q,=  /î,V  =  3,.?. 

Mais  le  jeu  peut  exister  aussi  entre  les  cotés  des  palettes  et  le  coursier  ; 
désignant  ce  jeu  par  So,  nous  trouverons  pour  le  volume  de  l'eau  perdue 

(8)  Q3  =  2£,.A.V  =  ^-Q. 
Ainsi  la  roue  ne  sera  soumise  qu'à  l'action  du  volume 

Q-Q.-Q. -Qs- 

Nous  désignerons  ce  volume  par  Q'. 
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5.  Soit  &  l'angle  formé  par  la  direction  de  la  vitesse  V  de  l'eau  du 
courant  avec  la  tangente  à  la  circonférence  de  la  roue;  la  perte  du 
travail  par  le  choc  de  l'eau  du  courant  sur  les  palettes  sera  exprimée 
par 

où  n  est  la  pesanteur  spécifique  de  l'eau.  Pour  le  filet  moyen  du  cou- 
rant 

-  =  R  (l   —  COSO^),       COsd^=I =r' 

et  la  perte  du  travail  par  le  choc  peut  être  exprimée  par 

4.  Cherchons  maintenant  la  vitesse  du  courant  d'aval  dans  le  voisi- 
nage de  la  roue.  Si  le  canal  d'aval  est  construit  régulièrement,  il  faut 
faire  attention  à  deux  circonstances  :  à  l'existence  ou  la  non-existence 
du  ressaut,  sous  la  roue,  et  à  la  position  des  palettes,  qui  peuvent 
être  dirigées  selon  le  rayon  de  la  roue  ou  être  un  peu  inclinées  vers 
ie  courant.  Nous  considérons  premièrement  le  coursier  rectiligne, 
sans  ressaut. 

En  inclinant  les  palettes  vers  le  courant,  on  a  le  soin  de  les  disposer 
de  telle  manière  qu'elles  sortent  du  courant  presque  verticales.  D'a- 
près cette  construction  des  palettes,  le  courant  de  l'eau  qui  a  perdu 
sa  vitesse  relative,  et  le  bord  de  la  palette  sortant  du  courant,  au- 
ront tous  les  deux  lui  mouvement  horizontal,  et  l'eau  abandonnera  la 
roue  avec  une  vitesse  à  peu  près  horizontale  et  égale  à  la  vitesse  des 
bords  des  palettes.  Mais  le  fait  se  passe  d'autre  manière,  si  les  palettes 
sont  disposées  dans  la  direction  du  rayon.  En  se  mouvant  avec  la 
roue,  les  palettes  donnent  aussi  le  mouvement  circulaire  à  l'eau,  et 
l'augmentation  de  la  vitesse  du  courant  d'aval  pendant  ce  mouvement 
est  d'autant  plus  grande  que  la  vitesse  de  la  roue  est  plus  considé- 
rable et  que  le  rayon  de  la  roue  est  plus  petit.  Supposons  les  palettes 
dirigées  suivant  le  rayon,  et  prenons  une  molécule  liquide  à  la  distance 
/"o  de  l'axe  de  la  roue  au  moment  où  la  palette  a  pris  la  position  ver- 

5r.. 
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ticale.  Soit  au  bout  du  temps  t  la  molécule  dont  il  s'agit  obéissant  a 
l'action  de  la  gravité  et  de  la  force  centrifuge,  elle  s'est  transportée  à 
la  distance  r  de  l'axe  de  la  roue.  En  désignant  par  co  la  vitesse  angu- 
laire de  la  roue,  nous  trouverons 

— —  r=:  or  /'  -f-  iJ  .  COS  {'-ùt). 

L'intégration  de  cette  équation  nous  donne 

r  = ^cos(w^)  4- C,e'-^'-i- Ca-e-^'^ 

dr 

En  rapportant  r  et  y  à  l'origine  du  temps  ^,  pour  lequel  nous  avons 
r=  /q  et  \-^]  =  o,  nous  trouvons  deux  équations  qui  nous  donnent 

et,  par  conséquent, 

r  = —co%{(^t)  -h-  (r^  4-  -^  )  (e^''  —  e""'). 

2ù)'  ^  '  2    \,  2w'/    ^ 

L  angle  oj^  est  petit,  et,  en  se  bornant  aux  termes  du  second  ordre, 
J'équation  ci-dessus  peut  être  présentée  plus  simplement  sous  la  forme 
suivante  : 

(lo)  r  =  /o-4-^(è'  4-  /'o.«'). 

En  désignant  par  T  le  temps  écoulé  depuis  le  commencement  du 
mouvement  jusqu'au  montent  où  la  molécule  abandonne  la  roue,  en 
atteignant  sa  circonférence  extérieure,  nous  tirons  de  l'équation  précé- 
dente 


12 


H-  /•„  w' 


De  l'équation  (lo)  nous  tirons  pour  la  vitesse  du  mouvement  re- 
latif suivant  la  direction  du  rayon 

dr  ,  . . 
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Pour  le  moment  où  la  molécule  abandonne  la  roue,  cette  vitesse  de- 
vient 

ou,  en  éliminant  T, 

Puisque  la  direction  de  la  vitesse  relative  u^  et  de  la  vitesse  de  la 
roue  (^  sont  perpendiculaires  l'une  à  l'autre,  on  a  pour  le  carré  de  la 
vitesse  absolue  iia,  avec  laquelle  l'eau  abandonne  la  roue  : 

iil  =  m;  -+-  1^2  =  2  (R  -  ro){g  -h  ro«2)  -f-  v\ 

Quand  le  fond  du  coursier  est  horizontal,  soit  W  le  point  où  la  mo- 
lécule liquide  abandonne  la  palette.  En  prenant  approximativement 
la  corde  AW  égale  à  l'arc  AW  =  i^T  et  menant  la  ligne  WO  perpendi- 
culaire à  CA,  nous  avons 

Et  puisque  au  commencement  du  temps  t  la  molécule  liquide  dont  il 
s'agit  se  trouve  à  la  hauteur  R  —  r^  au  dessus  du  fond  du  coursier,  la 
molécule  s'élève  pendant  le  temps  T  de  la  hauteur 

AO-(R-rJ  =  'J^-(R-ro). 

En  outre,  puisque  la  molécule  dont  il  s'agit  possède  en  abandonnant  la 
roue  une  vitesse  horizontale  ««,  le  carré  de  la  vitesse  m,  avec  laquelle 
l'eau  s'éloignera  de  la  roue,  sera  égale  à 

«=  =  «',+  2g  ~-   2g  (R  -/-o) 

expression  dans  laquelle  nous  avons  remplacé  «R  par  v. 

Le  courant,  après  avoir  choqué  la  palette,  perd  sa  vitesse  relali\e, 
se  nivelle  entre  les  palettes  en  prenant  la  vitesse  t^;  par  conséquent,  la 


4o6  JOURNAL  DE  3TATHÉMATIQUES 

profondeur   correspondante   est   égale  '<  -•  Pour   étendre  le  résultat 

précédent  relatif  à  une  seule  molécule  à  toutes  les  molécules  du  cou- 
rant, considérons  le  filet  moyen  pour  lequel,  comme  nous  avons  re- 
marqué plus  haut,  on  a 

I    Q 


d'où 


R  -  To  =  ^    .  . 

2      Iv 


r  ~R_i.^. 


Après  avoir  substitué  cette  grandeur  de  Tq  dans  l'expression  précédente, 
nous  trouverons 


p^]l' 


A  'Q 


où  nous  avons   négligé  -—  devant  R.   Puisque  —  est    toujours  une 

grandeur  très-petite  devant  l'unité,  nous  pouvons  mettre  la  formule 
précédente  sous  la  forme 

(■')        "'  =  ""['+ o- ("- il -F5-- -••■)]• 

Dans  le  cas  où  R  sera  assez  grand,  nous  pourrons  négliger  les  mem- 
Lres  —^5  --^,»  etc.,  et  prendre 


u^  =  V' 


/R 


Quand  les  palettes  sont  inclinées  de  manière  à  être  presque  verti- 
cales en  sortant  de  l'eau,  on  peut,  dans  les  formules  précédentes,  faire 

R  =  -  =  ic  et  prendre  m  =  p.  S'il  se  trouve  sous  la  roue  un  ressaut 

w 

tel,  que  le  niveau  du  courant  d'aval  soit  à  la  hauteur   du  fond  du 

coursier,  il  faudra  ajouter  à  la  deuxième  partie  de  l'équation  précé- 

V 
dente  le  membre  2gA-- 
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o.  Au  nombre  des  pertes  de  travail,  il  faut  compter  celle  qui  est 
occasionnée  par  la  résistance  de  l'air  au  mouvement.  La  théorie, 
d'accord  avec  l'expérience,  montre  que  la  résistance  de  lair  au  mou- 
vement d'un  plan  perpendiculaire  à  la  dirf-ction  du  courant  d'air 
s'exprime  par 

^.Si'^ 

OÙ  n,  est  le  poids  spécifique  de  l'air,  S  la  grandeur  du  plan,  dont  la 
vitesse  est  v.  L'expérience  montre  seulement  qu'il  faut  multiplier  l'é- 
quation précédente  par  ini  coefficient  dont  la  grandeur  se  change  sil- 
lon les  circonstances.  Pour  le  cas  dont  il  s'agit,  nous  pouvons  prendre 
ce  coefficient  égal  à  i  ,43  d'après  les  expériences  de  M.  Borda  et  Thi- 
baut. Si  l'on  appelle  a  la  grandeur  de  l'aube  dans  le  sens  du  ravon, 
on  a 

S  =  a/. 

Le  nombre  des  palettes  est  2rr-  :  par  conséquent,  la  valeur  de  la  ré- 
sistance totale  de  l'air  au  mouvement  des  palettes  est 

,    ,        n,     Ra/^' 
4,49 , 

et  son  travail  par  seconde  a  pour  valeur 

11,     Rfl/f^ 


4,49 


S        ^ 


Enfin  le  frottement  des  tourillons  de  l'arbre  sur  les  coussinets  qui  les 
supportent  produit  une  perte  de  travail  qui  a  pour  valeur 

en  désignant  par  p  le  rayon  du  tourillon,  par  G  le  poids  de  la  roue  et 
par  y  le  coefficient  de  frottement. 

(>.   Par  ce  qui  précède,  on  voit  combien  de  différentes  circonstances 
il  faut  prendre  en  considération  pour  déterminer  le  travail  utile  de  la 
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roue  en  dessous  à  aubes  planes.  C'est  pourquoi  nous  nous  bornerons 
à  la  théorie  de  la  roue  hydraulique  à  coursier  rectiligne  presque  liori- 
zonlal  et  à  aubes  dirigées  suivant  les  rayons  de  la  roue.  Nous  avons 
dit  que  le  volume  deau  qui  agit  sur  la  roue  pendant  une  seconde, 
est,  d'après  les  formules  (6),  (7)  et  (8), 

Q=Q-Q,-Q.-Q.  =  [.-^-K-r(^--i-T]Q' 

et  le  travail  correspondant  dû  à  la  force  vive  de<îette  masse  liquide 

est 

Le  courant  d'eau,  après  avoir  choqué  les  palettes  et  perdu  sa  vitesse 
relative,  a  éprouvé  une  perte  de  force  vive  égale  à 


f[(--^)=-^] 


Après  avoir  perdu  sa  vitesse  relative,  le  courant  se  nivelle  entre  les 

y 

palettes  et  prend  une  profondeur  égale  A  -  :  le  niveau  du  courant  s'é- 
lève de  la  hauteur 


et  le  travail  perdu  de  cette  manière  est  approximativement 

TIQ'.a(i-:^). 

Le  courant  en  s'éloignant  de  la  roue  emporte  avec  lui  une  force  vive 
égale  à 

w'  étant  exprimé  par  la  formule  (i  0. 

En  résumant  tout  cela  et  ajoutant  les  pertes  du  travail  par  la  ré- 
sistance de  l'air  et  par  le  frottement,  nous  trouverons  le   travail  utile 
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de  la  roue 

7.  La  formule  précédente  donne  l'expression  du  travail  réellement 
rendu  par  la  roue;  en  supprimant  les  deux  derniers  termes  qui  sont 
relatifs  à  la  résistance  de  l'air  et  au  frottement  du  tourillon  sur  les 
coussinets,  le  second  membre  de  l'équation  représenterait  le  travail 
rendu  par  l'eau.  Nous  distinguerons  ces  deux  espèces  de  travaux  en 
donnant  au  premier  le  nom  de  travail  utile  disponible  et  au  second 
le  nom  de  travail  utile  total.  Smeaton  considère  ce  dernier  travail 
pour  déterminer  la  vitesse  la  plus  avantageuse  de  la  roue  et  le  rende- 
ment correspondant. 

Considérons  le  travail  utile  total  d'une  roue  déjà  construite.  En  né- 


gligeant les  termes 


Li6    RA(V-P)^^  A^    /  J 

qui  n'ont  pas  grande  influence  sur  les  lois  du  changement  de  la  vitesse 
la  plus  avantageuse,  nous  trouverons 

Vt'A  /, P^ i;^ \  K^  —" 


Pour  déterminer  la  vitesse  la  plus  avantageuse,  nous  avons  la  condi- 
tion 


c/.    =°; 


Tome  m  ^2*  sérié).  —  Décembre  i85S. 
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de  cette  équation,  nous  déduisons 


I         Li6    R(V— ^'/A^^  2R\  ^R       g'^R'        ■■■/        c-J   ' 

V 

Si  pour  première  approximation  nous  prenons  p=:  -•>  il  viendra 


1  — 


f 


(i5)  t^  =  -|  '~l~'T 

^L4RA^      2R\        4§^R      i6^'R^      •••/       v-'jl 

La  vitesse  la  plus  avantageuse  peut  être  inférieure,  égale  et  même  su- 
périeure à  la  moitié  de  la  vitesse  du  courant  suivant  que  l'expression 
ci-dessus,  comprise  entre  crochets  [  ],  est  positive,  nulle  ou  néga- 
tive. On  voit  que  si  la  vitesse  V  du  courant  devient  de  plus  en  plus 
petite,  l'expression  [     ]  va  en  diminuant  :  les  termes 

j_  /3    V^        5      V* 

2R  U  '  ^  "^  ^  '  FR"' "^  ■ 


sont  plus  petits  que  le  terme 


4^ 


V.' 


et  l'accroissement  de  ce  dernier  est  plus  grand  que  la  diminution  des 
premiers  termes  pour  une  même  diminution  de  la  vitesse  V.  Quand  on 
augmente  la  j)rofondeur  du  courant,  la  vitesse  de  ce  courant  restant 
constante,  le  premier  terme  de  l'expression  [  ]  deviendra  de  plus  en 
plus  petit  et  celle-ci  va  diminuer;  par  conséquent,  la  vitesse  Ja  plus 
avantageuse  de  la  roue  va  augmenter.  Ainsi  en  diminuant  la  vitesse  et 
augmentant  la  profondeur  du  courant,  on  peut  faire  en  sorte  que  l'ex- 
pression [  ]  devienne  négative,  et  alors  la  vitesse  de  la  roue  est  plus 
grande  que  la  moitié  de  la  vitesse  du  courant.  Cela  est  tout  à  fait  d'ac- 
cord avec  les  expériences  de  Smeaton,  dont  nous  avons  énoncé  plus 
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haut  les  résultats.  Cela  explique  comment  les  auteurs  ont  donné  des 
nombres  différents  pour  le  rapport  de  la  vitesse  de  la  roue  à  la  vitesse 
du  courant.  Des  considérations  analogues  ressortent  de  l'expérience 
et  de  la  théorie  pour  le  travail  du  rapport  utile  de  la  roue  au 
travail  correspondant  à  la  chute  d'eau  et  à  la  dépense.  Ce  rapport 
est  fonction  de  beaucoup  de  circonstances  et  n'est  nullement  con- 
stant. 

Nous  croyons  d'autant  plus  inutile  d'entrer  dans  une  analyse  plus 
détaillée,  que  les  expériences  qui  ont  été  faites  jusqu'ici  sur  les  roues 
hydrauliques  ne  peuvent  pas  être  regardées  comme  bien  satisfaisantes. 

8.  Avant  de  passer  à  la  détermination  des  dimensions  à  établir,  nous 
ferons  une  remarque  sur  la  théorie  des  machines  en  général.  La 
théorie  d'une  machine  ne  peut  être  satisfaisante  et  utile  que  lorsqu'elle 
nous  donne  le  travail  utile  en  fonction  de  dimensions  et  de  la  marche 
de  la  machine.  Soient  a,  b,  c,  etc.,  les  dimensions  de  la  machine  et 
les  vitesses  de  ses  parties;  le  travail  utile  C^  est  de  la  forme 

Pour  déterminer  ces  dimensions  et  la  marche  la  plus  avantageuse  de 

la  machine,  nous  avons  les  équations 

c/G„  dXi^  dtr, 

qui  font  connaître  rt,  b,  c,  etc.  Qaelques-unes  de  ces  dimensions  peu- 
vent être  données  d'avance;  on  doit  alors  prendre  parmi  les  équations 
ci-dessus  seulement  celles  qui  correspondent  aux  dimensions  indéter- 
minées. Quelquefois  ces  équations  peuvent  conduire  à  des  dimensions 
exagérées,  ou  tout  au  moins  produisant  des  difficultés  de  construction 
qui  ne  seraient  pas  suffisamment  compensées  par  l'amélioration  de 
rendement.  Ces  grandeurs  nous  montrent  seulement  les  limites  qui  ne 
doivent  pas  être  dépassées.  Il  faut  alors  choisir  les  dimensions  d  après 
les  considérations  particulières  et  les  faire  entrer  dans  la  question 
comme  des  données. 

Cette  dernière  remarque  nous  était  indispensable.  Le  travail  perdu 
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par  le  frottement  des  tourillons  de  l'arbre  sur  les  supports  est  égal  à 

Le  poids  G  de  la  roue  peut  être  exprimé  par  la  formule 

a  -h  6R, 

où  <2  et  è  sont  des  coefficients  numériques;  le  rayon  du  tourillon  de 
l'arbre  se  détermine  habituellement  par  la  formule 


pr=/'vG==/'\/a  +  Z^R, 

dans  laquelle  f  est  un  coefficient  numérique.  Ainsi  le  travail  du  frot- 
tement s'exprime  par 

R 

En  introduisant  cette  expression  dans  notre  formule  du  travail  utile 
disponible  (12),  nous  pourrions  déterminer  la  grandeur  du  rayoïî  de 
la  roue  :  une  grande  valeur  du  rayon  de  la  roue  a  l'avantage  de  di- 
minuer le  volume  de  l'eau  qui  passe  inactive  entre  les  palettes,  mais 
en  même  temps  elle  a  l'inconvénient  d'augmenter  la  perte  du  travail 
par  les  frottements.  Mais  nos  formules  peuvent  nous  conduire  à  une 
valeur  exagérée  du  rayon  ;  il  faut  donc  se  laisser  guider  par  des  con- 
sidérations particulières,  telles  que  le  prix  de  la  construction  de  la 
roue,  les  limites  imposées  par  la  disposition  des  lieux,  la  nature  dn 
mécanisme  qui  doit  fonctionner  par  le  moyen  de  la  roue,  etc.  Quel- 
quefois on  détermine  le  rayon  en  se  donnant  d'avance  le  nombre  n  de 
tours  que  la  roue  doit  faire  par  minute.  On  a  alors 

«  .  a  TT  R  =  60 .  t', 
d'où 

R  =  9,55  .  -. 
Comme  on  sait  qne  dans  les  roues  bien  construites  v  est  presque  égala 
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V 

-»    la  formule  ci-dessus  peut  faire  connaître  approximativement  ia 
grandeur  du  rayon. 

Après  avoir  choisi  le  rayon  de  la  roue  et  la  distance  e  entre  les  pa- 
lettes, il  nous  reste  les  deux  équations 


d^^ 

dV^ 

—  —  O 

et 

dv 

d\ 

pour  déterminer  la  vitesse  de  la  roue  et  la  profondeur  du  courant  les 
plus  avantageux.  G^  étant  le  travail  utile  total,  les  équations  ci-dessus 
nous  donnent  la  relation  (i4)^  ou,  pour  première  approximation  (rS) 
et  relation 


\^=z 


ou  approximativement 


R\       4 


-3-^,-...) 


V 

si  pour  première  approxuiiation   nous  prenons  vc=-.  Nos  formules 

donnent  des  valeurs  suffisamment  approchées,  et  l'on  peut  se  dispen- 
ser de  pousser  les  calculs  plus  loin.  La  largeur  de  la  roue  se  déterminera 
par  l'équation 

/  =  -?-. 

VA 

9.  Nous  avons  déjà  vu  que  les  expériences  de  Bossut  amenèrent  a 
construire  les  roues  hydrauliques  en  dessous  à  aubes  planes  avec  un 
grand  nombre  de  palettes  ;  mais  déjà  Smeaton,  qui  a  fait  pour  sou 
temps  les  meilleures  études  sur  les  roues  hydrauliques,  a  remarqué 
que  le  nombre  des  palettes  n'aura  pas  grand  effet  sur  le  travail  utile 
de  la  roue  dont  il  s'agit,  si  l'on  construit  un  coursier  concentrique  à 
à  la  roue  et  l'embrassant  sur  une  certaine  étendue.  Si  en  un  certain 
point  le  bord  de  la  palette  touche  le  fond   du  coursier,  la  molécule 
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liquide  la  plus  éloignée  qui  s'écoulera  entre  les  palettes  sans  les  tou- 

V 

cher  se  trouve,  comme  nous  l'avons  déjà  vu,  à  la  distance  8^  du  point 

ci-dessus.  En  désignant  par  L  la  longueur  de  la  partie  circulaire  du 
coursier,  nous  voyons  que,  pour  que  la  molécule  atteigne  la  palette, 
il  faut  nécessairement  que  L  soit  déterminé  par  la  condition 

-  el^-L       „ 


car  en  même  temps  que  le  bord  de  la  palette  décrira  l'arc  L  avec  la 
vitesse  i^  la  molécule  pour  venir  choquer  la  palette  doit  nécessairement 

V 
passer  l'étendue  e — h  L  avec  la  vitesse  V.  Par  conséquent 


L  =  e    ' 


V  — f 


Si  nous  posons  V  =  -»  il  vient 

L  =  26, 

c'est-à-dire  que  le  coursier  circulaire  doit  embrasser  la  roue  au  moins 
sur  l'étendue  de  deux  distances  e.  C'est  tout  à  fait  d'accord  avec  les 
règles  pratiques  de  la  construction  du  coursier  circulaire  des  roues  en 
dessous  à  aubes  planes.  Mais  nous  voyons  immédiatement  que  la  vi- 
tesse la  plus  avantageuse  de  la  roue  dont  nous  parlons  est  toujours 
plus  grande  que  la  moitié  de  la  vitesse  V;  par  conséquent,  il  faut 
toujours  donner  au  coursier  une  longueur  plus  grande  que  ie. 

Pour  la  roue  en  dessous  à  aubes  planes  à   coursier  circulaire,  le 
travail  utile  total  devient 

x[,V-.).-^(3-^-^-...)-,.I^']. 
La  roue  étant  supposée  construite,  la  vitesse  la  pins  avantageuse  est 
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donnée  par  la  formule 

ou,  pour  première  approximation, 

L'expression  entre  parenthèses  est  toujours  plus  grande  que  l'unité, 

V 

par  conséquent  v  est  toujours  plus  grand  que  -• 

Pour  déterminer  ces  dimensions  et  la  marche  de  la  même  roue,  nous 
avons  pour  u  la  relation  précédente  et  pour  A  la  relation 

2£,(V— rO 


rT  r  ~  ^  ~  i^ 


V 

-h  ^s  — 


ou,  pour  première  approximation. 


2    V_' /,.  _  JP__  _vv  _       ,        /^ 


Cette  valeur  de  A  ne  doit  être  regardée  que  comme  une  limite  qu'il 
ne  faut  pas  dépasser. 
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AUTRE   ÉGALITÉ    D'INTÉGRALES   DOUBLES; 
Par  m.  BESGE 


Il  y  a  une  certaine  liaison  entre  le  théorème  que  je  veux  donner 
aujourd  hui  et  celui  que  j'ai  donné  dans  le  cahier  de  septembre.  Il 
^'agit  encore  d'une  égalité  entre  deux  intégrales  définies  doubles,  où 
les  limites  pour  les  deux  variables  x  et  j  sont  o  et  i. 

Les  deux  intégrales  dont  il  s'agit  cette  fois  sont 


et 


on  suppose 


Jo      Jo     •^(i  —  J^)  v/j(l  —  r) 


^  _,  v'-^jr(i  -  y)  ^     ^1^  _  _y7(i  —  j)(i— ^) 


i  -\-  \  i  -i-  ax  '  (  I  4-  V  I  "+-  "^)  sj  ^  +oy 

a  étant  une  constante;  et  notre  théorème  consiste  en  ce  que 

/•'/-'  /{o,-h)d.r.dy  =,['['  f[-^,'^)dxdy 

Jo     Jo     x[\  —  x)\ly{\  —  y)       Jo    Jo      x  [i  —  x)  sjy  {*  —  y  ] 

en  sorte  que  l'on  peut  permuter  ^  et  ;|;  sous  le  double  signe  intégrai. 
Ici,  encore,  la  démonstration  résultera,  si  on  le  veut,  du  développe- 
ment de  y  (9,  ^{^)  et  de  y  (4»?  <p)  en  séries  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances des  deux  quantités  ©  et  di. 
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LINTÉGRATION    DE    L'ÉQUATION    DIFFÉRENTIELLE 

{Ax^  -f-  B.r/  +  Cj^  H-  Dx  -t-  Ej  +  F)  djc 
-+-  {A,œ~  -+-  B,  jcj  -F  C,jr*  -h  T)  ^  X-  -h  Ef  /  -h  ¥ ,)  dj  =  o; 

Par  m.  E  -g.   BJORLING. 


LU    A  l'aCADÉ3I1E   DKS  SCIENCFS   DE  STOCKHOLM   LE   12   FÉVRIER   l855. 


Deux  espèces  particulières  de  réquation  différentielle 

(A^-  H-  B.r/  -h  Cj'^  +  D  x  -f-  Ej  -+■  F)dx 
-h  (A<x^  +  B,  jfj-hC,  jr^+D,x  +  E,  j-hF<)(/j  =  o, 

l'une  pourtant  renfermant  l'autre,  ont  déjà  été  traitées  par  Euler  et 
par  Jacobi,  mais  sans  égard  à  leur  propriété  d'être  des  cas  particuliers 
de  l'équation  (i). 

Euler,  dans  ses  Institutiones  Calculi  mte^ralis[*\,  en  considérant 
l'équation 

(2)  jdj  -{- dj  [a -+-  bx -h  nx^ )  =  ydx [c  -{-nx)[**], 

a  trouvé,  par  une  divination  heureuse,  que  les  variables  y  peuvent 
être  séparées  à  l'aide  de  la  substitution 

y[c-\-nx) 
y  -\-  a  -\-  bx  -^  nx^ 

mais   il  ajoute  aussi  à  la  fin   cet  aveu   :    Casu  autem  hic  vix  prœvi- 

[*]  Tome  I,  PetropoL,  1792,  page  269  (probl.  55j. 
[**]  Ou,  ramenée  à  la  forme  (i)  : 
(a)  {nxy  -t-  cy]dx  —  {nx'  -h  b.r  -f-  r  -H  a)  dy  =  o. 

Tome  III  (j«  série).  —  Décemml   i«r)8.  "^^ 
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dendo  evenit,  ut  hœc  substitutio  ad  volum  successerit.  ueijue  hoc  pio- 

blema  magnopere  jiivabit. 

D'un  autre  côté,  Jacobi,  en  Traitant  [*]  l'équation  un  peu  plus  gé- 
nérale 

j  (A  H-  A'x  4-  A"7)  [xdj  —  jdx)  —  B  +  B'x  -h  W  j)dy 

parvient  par  une  méthode ,  couuHe  i!  s'exprime  :  ab  Euieriana 
toto  cœlo  dwersa^  à  en  trouver  l'intégrale.  Cependant  cette  méthode, 
quelque  ingénieuse  qu'elle  soit,  laisse  à  part,  elle  aussi,  tout  égard  à 
la  propriété  de  l'équation  (3)  d'être  un  cas  particulier  de  l'équation 
générale  (ij;  de  sorte  qu'a  la  rigueur  le  résultat  obtenu  par  Jacobi, 
quoiqu'un  peu  plus  général  que  celui  d'Euler  déjà  mentionné,  exige 
pourtant  encore  lui-même  l'aveu  dont  Euler  (vojez  la  citation  plus 
haut)  se  croyait  obligé  d'accompagner  le  sien. 

C  est  précisément  cette  omission  du  caractère  de  l'équation  jaco- 
bique  d'être  un  cas  particulier  de  l'équation  ;i)  qui  a  donné  lieu  au 
présent  Mémoire.  Non  pas  que  nous  nous  proposions  d'intégrer  ici 
d'abord  léquation  générale  (i),  pour  en  déduire  ensuite  l'intégrale  de 
Ve?>pècejacobifjue['5).  En  effet,  on  sait  bien  que  l'équation  complète  (i) 
n'est  pas  intégrable  dans  le  sens  ordinaire  [***];  mais  en  observant  que 


[*]  Journal  df^  Crelle,  tome  XXIV  (1842). 
[**]  Ou  bien,  ramenée  à  la  forme  (1}  : 

[A'jcv-t- A"j'—  C'x-h  ;  A  —C")y—C]dx 
—  [A'.r--+- A".T>'-+-(A  — B'jx—  B"r  —  B]r/v  =  o, 

ou,  plus  brièvement , 

'^^)     \^ax)  +  bj''  -+-  cj:  +  dy  -{-  e)dx  —  [ax"-  +  bxy  -{-  c'  x  -+-  d' y  -+-  e')  dy  =  o, 

d'où  en  effet  on  voit  l)ien  que  l'équation  d'Euler  (2;,   ou  (a),  se  trouve  renfermée, 
comme  un  cas  particulier,  dans  celle  de  Jacobi  (3y. 

[***]  A  cet  égard  il  suffira  de  se  rappeler  quen  effet  léquation 

(7)  (A.r'-HC/')  J,r-+-F.r/j  =  o 

se  trouve,  elle-même  déjà,  parmi  celles  de  Riccad  que  iim  ne  sait  pas  inteiirer  à  Wn- 
dinaire. 
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(comme  on  le  sait  aussi)  l'intégrale  de  l'équation  complète 

(4)  iAjc-+-Bj^C)cijc-h(A,x-hB,j-  +  C,  )dj  =:  o, 

comprise  elle-même  parmi  les  espèces  de  l'équation  (i),  peut  être 
obtenue  d'une  manière  très-simple  et  directe,  pourvu  que  l'on  ait 
d'abord  intégré  l'équation  (sans  termes  Cet  C<) 

(40  (A.r-f-Bj)c/.x--i-(A,jc^-B,j)r/j  =  o, 

il  m'a  paru  tout  naturel  d'essayer  au  moins  si  l'on  ne  réussirait  pas 
aussi  à  trouver,  par  une  méthode  tout  à  fait  analogue  [*],  l'intégrale 
de  l'epèce  jacobique.  Qu  en  effet  cet  essai  vienne  cCetre  couronné  if  un 
succès  parfait^  c'est  ce  qui  se  fera  voir  dans  les  pages  suivantes, 
lesquelles  au  reste  donneront  peut-être  lieu  quelquefois  de  faire  dis- 
cuter plus  en  détail  la  question  de  l'intégration  de  l'équation  plus 
générale  (sans  termes  F  et  F,  ) 

j  (Ax-  +  Bjr7  -hCj^  +  Djr-hEj)^.r 

I  +  (A ,  jc- -h  B,  .T  j -4- C,  j- +  D,  :r -i- E,  j^K'/r  =  o. 

Effectivement  il  était  naturel,  en  m'étant  proposé  d'essayer  de  faire  dé- 
river l'intégrale  de  l'équation  jacobique  de  l'intégration  d'une  pareille 
équation  sans  termes  F  et  F^ ,  de  considérer  d'abord  l'équatioi:  gé- 
nérale (5),  pour  passer  ensuite  à  l'espèce  de  celle-ci,  représentée  par 
l'équation  de  Jacobi  saîis  les  termes  nommés.  A  la  vérité,  je  reconnus 
bientôt  que  l'intégration  de  l'équation  (5)  dans  sa  généralité  est  au 
moins  assujettie  à  des  difficultés  assez  grandes  pour  ne  pas  admettre 
ici  la  discussion  en  détail;  mais  en  même  temps  je  constatai  qu'outre 
l'espèce  particulière  de  l'équation  (5;  dont  il  vient  d'être  question, 
et  qui  se  rapporte  à  celle  de  Jacobi  de  même  que  l'équation  (4')  se 
rapporte  à  la  complète  (4),  il  existe  d'autres  espèces  très -remar- 
quables de  cette   même   équation  dont   les  intégrales   se   présentent 


[*j  Cetle  idée  m'a  été  preniièrerHCiit  suggérée  par  mon  ami  M.  Lindman,  à  Streiiij- 
nas,  lorsque,  il  y  a  quelque  temps,  il  m'adressa  la  question  si  jamais  j'avais  vu  fiure 
l'essai  d'intégrer  l'équation  (i)  en  général,  et  en  me  rappelant  en  même  temps  le  ca- 
ractère de  l'ecjuation  de  Jacobi  de  n'en  être  t^ffectivenient  quune  espèce  pariiculièrt. 
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aussi  spontanément  que  celle  de  l'espèce  nommée.  Faire  remarquer 
toutes  ensemble  ces  espèces  de  l'équation  (5),  parvenir  par  l'intégra- 
tion de  cette  dernière  à  l'intégrale  de  V équaùon  jacobique  complète  (3), 
de  même  que  l'on  fait  dériver  l'intégrale  de  l'équation  complète  (4)  de 
l'intégration  de  l'équation  (4)?  et  enfin  ajouter  quelques  mots  des 
espèces  de  l'équation  complète  (i)  qui  se  rapportent  aux  autres  es- 
pèces qu'on  vient  de  nommer  de  l'équation  (5),  voilà  donc  le  sujet 
du  présent  Mémoire. 

1.   Pour  frayer  le  chemin  aux  recherches   suivantes,  considérons 
d'abord  l'équation 

(4')  {Ajc-hBj)cfjc-^{A{X-hB,j)cij  =  o. 

Comme  à  la  place  de  celle-ci  on  peut  écrire 

[a  (î)  +b]</^+  [A,(î)  +  B.]rfr  =  o, 

ou,  en  mettant  z  au  lieu  de  -» 

/ 

(6)  [Az» -h  (B  -f-  AJz  -I-  B, l^j  +  j  (A34-  B)dz  =  o 
ce  qui,  si  l'on  excepte  seulement  le  cas  particuHer 

(7)  o==A=:B  +  A,  =  B., 
revient  à  l'équation  suivante  : 


OU  bien  enfin  à  celle-ci 


J      A«'-)-(D-+-A,)z-+-B, 
je  J 


jre 


/q    A«'H-(B-t- A,)«-i-B, 


J..    A«'- 
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il  s'ensuit  qu'au  moins  en  exceptant  le  cas  particulier  (7),  Tiiitégrale  gé- 
nérale de  l'équation  (4')  sei'a 

(8)  je  =const., 


pourvu  qu'après  avoir  éliminé  le  signe  d'intégrale,  l'on  ait  soin  de 
remplacer  z  par  -• 

Dans  le  cas  particulier  (7  )  l'intégrale  est  bien  évidemment 


z  =  -  =  const. 

y 

2.  Cela  étant,  comme  évidemment  l'équation  complète 
(4)  {kx-{-Bj-\-C)cix-h{A,x-hB,j  -+-  Ci)djr  =  o 

(à  savoir,  C  et  C,   n'étant  pas  =  o  à  la  fois)  peut  être  ramenée,  en 
posant 

(9)  x  =  ^  +  a,     7  =  •/?-+- /3, 

à  la  forme  (4')>  savoir,  à 

(A^+B-/;)r/?-h  (A,|  +  B,-^)r/-/7  =  o, 

toutes  les  fois  qu'il  existe  des  constantes  finies  a  et  j3  qui  remplissent 
les  conditions 

/       Aa  -4-  B/S  -f-  C  =  o, 
^'^^  (A,a-4-B,/3  +  C.  =  0, 

c'est-à-dire  au  moins  toutes  les  fois  que  l'on  n'a  pas 

(11)  AB, -A,B  =  o, 

al  s'ensuit,  en  vertu  de  l'article  précédent  1,  que  l'intégrale  générale  de 
l'équation  (4)  sera  : 
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1°.   Dans  le  cas  particulier  (7) 

-  =: =  const.: 

7,         y  —  p 

■2°.  Dans  tout  autre  cas 


/ 


A;'-»-(B-hA,;|-)-B, 

{j  —  /3)t'  "  =  const. 

(pourvu  qu'après  l'intégration  indiquée  l'on  ait  soin  de  remplacer  z 
par  -)î  au  moins  si  Ton  excepte  le  seul  cas  (11).  Et  à  l'égard  de  ce  der- 

nier  il  suffit  de  remarquer  que,  si  l'un  au  moins  des  quatre  coefficieute 
A,  B,  A,,  B,  n'est  pas  =  o,  il  sera  toujours  aisé,  comme  on  le  sait  bien, 
de  séparer  immédiatement  et  sans  emploi  des  formules  (9)  les  va- 
riables dans  l'équation  (4)  elle-même  [*];  et  que,  du  reste,  si  tous 
les  quatre  coefficients  sont  o  à  la  fois,  alors  aussi  les  variables  p:ir  cela 
même  sont  déjà  séparées. 

Passons  maintenant  à  l'équation  (5  ) ,  savoir, 

i  (Ajc'  -h  Bjcj -+-  Cj'^-{-  Dœ  h-  Ef)cijo 

i  S)         l 

^    '  (  +  (A,  .r^ -h  B,xj-4- (^  J- -4-D,.r -f- E,j)r/j  ^  o, 

ou  bien 

''^      i  -i-{ï).T-^Ej)da:-h{D,x-hEtj]cfj=o 


f*]    Par   exemple,  lorsque  A   nesc  pas  =  o,  on  pourra   mettre,    au    lieu  de     11), 

A 

=  —  B,  et,  par  suite 

i".   B  n'étant  pas  non  plus=  o. 


h  =  '^  =  A, 
B         A 

et  l'équation  (4    se  réduira  a 

(  A X  -H  Bj )  ^ dx  -+-  hdy  )  -h  Cc/x  4-  C,  dy  =  o. 
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Comme  a  la  j^lace  de  celle-ci  ou  peut  écrire 

/i[A(p)VB(j).c]..-.[A,^^)VB,(j)..C,].,j 

ou,  en  raettaîit  z  au  lieu  de  -, 

(  +  l'Dz'-h  (  E  -h  D,  ,  z  -h  E,  ]  ^  +  (Dz  -I-  El  ^1  =  0; 

et  qu'à  la  place  de  cette  dernière  on  peut  prendre  encore 

au  moins  si  l'on  excepte  les  cas  où  les  coefficients  de  l'équation  (5). 
remplissent  les  deux  systèmes  de  conditions 

'^i5)  0  =  A=B+A,  =  Ch- B,  :=C,, 

(16)  o  =  D=:E-f-D,  =  E,, 

ou   bien  l'un  ou  l'autre,  au  moins,  d'entre  eux   [*],   il  est  bon  de 


ou  bien,  en  posant  A  '•  4-  Br  =  ç, 

(H-C)^/t4-[AC;  —  BG-+-(/A  — B,^]rfj  =  o, 

dans  laquelle  les  variables  pourront  aisément  être  sé|)arees;  et 

2°.  B  étant  =  o,  et  par  conséquent  aussi  B,  =  o,  l'équation  (4)  se  réduit  ininiedia- 
teraent  à  celle-ci  : 

( A.r  4-  C)dx  H-  (A,  .r  -+-  C,  .  r/y-  =  o. 

[*  ]  On  conçoit  bien  que  ces  cas  renferment  non-seulement  celui  où  les  (oeificients 
des  X-,  ry,  y~  sont  =  o  tous  ensemble  [partant  l'cquation  (4')  déjà  traitée],  mais 
i^ncore  celui  même  où  les  coefficients  de  x  et  de  _>•  sont  =:  o  tous  ensemble,  c'est-.t- 
dire,  l'équation 

{S)  {Ax'+Bjtj  +Cj^}dx  \-[A^jc-{-U,xj -hC.  r'jdj- =  o. 
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considérer  dabord,   l'un    après   l'autre,    ces    trois  cas    particuliers. 

(a)  Si  les  deux  sj sternes  de  conditions  (i5)  et[i6)  sont  remplis  a  in 
fois. et  que  par  suite  l'équation  primitive  (5)  ait  la  forme 

(5')  (  B^j  -h  Cj'  4-  Ej)  dx  -  (  Bx=  4-  Cxj  4-  Ex\  df  =  o, 

et  l'équation  (i3    y  correspondante  la  forme 

(.3')  [j(Br  +  C)  +  E]^2  =  o; 

alors  évidemment  l'intégrale  générale  sera 


(17') 


z  =  -  ^=  const. 
r 


(b)  Si  le  système  de  conditions  (16),  mais  non  pas  le  {\S),est  rempli, 
et  que  par  suite  l'équation  (5)  ait  la  forme 

(5")  (Aa:'-4-B.r74-Cj=-hE7)f/x+(A,j:'H-H,xv4-C,j'-ExWi=o, 
alors,  comme  l'équation  (i3 }  se  réduit  a 

-1-  Er/2-  =  o, 
ou  bien,  après  division  par  A:£'-h  ...,  à 

(l3"^    'l?'-^-J'Az^+(B4-A,)z'+:C-rB,)2+C.  ~        Az'-«-(B-}-A,)z'-h(C+B,)z4-C,' 
il  s'ensuit  que  l'intégrale  générale  sera 

J_    Az'-i-rB-i-A,)ï*^... 
Et 

Az^-f-(B  +  A,^r+...    ^^; 

el  enfin,  dans  le  cas  contraire, 

(c)  Si  le  système  de  conditions  (i5),    mais  noîi  pas   le  (16),  est 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  l^i^ 

rempli,  et  que  par  suite  l'équation  (5)  ait  Ja  forme 

(Bxj  +  Cj=^+  D^  +  Ej)  doc 
^^  ^  _(B^=^  +  Cxj-D,x-E,j)n^-  =  o,     [*] 

comme  alors  l'équation  (i3)  se  réduit  à 

ou  bien,  après  division  par  j-[Dz^+  (E  +  D,  )  z  H-  E,],  à 

dy  1  (Dz  +  EU/z (Bz  +C)r/z 

"p  "^  j'  Dz'+(E-J-  D,)~z-t-E.  ~        Dz^H- (E  +  D,)z  +  E.  ' 

c'est-à-dire,  à  celle-ci  : 

,/i\  I     (Dz4-E)Jz         {Bz-\-C)dz 

(■3")  'f  [j]  -  y -îi^F^  =  D.M-'.  ' 

il  s'ensuit  que  l'intégrale  générale  sera 

X^(D£j-EWf  /  _    /^  "(Pz-<-E)tfz 

V'V   ;      r-  =:C0nst.+    /       ô^r-— e    ^'^  ^Z. 


r 


4.  Considérons,  en  second  lieu,  le  cas  général  où  les  systèmes  (i5) 
et  (i6)  ne  sont  remplis,  ni  l'un  ni  l'autre,  par  les  coefficients  de 
l'équation  (5).  Alors,  comme  à  l'équation  (\'5)  on  peut  toujours  sub- 
stituer l'équation  (f4),  ou  en  posant,  pour  abréger. 


Az'H-Bz-hC 


""  Az'4-(B  +  A,)z'H-(C  +  B,)2  4-C, 
'^^  i    ,,  D^  +  E 


[*]  Évidemment  l'équation  même  de  Jacobi  (p) ,  dans  la  Note  sous  l'Introduction, 
mais  dépourvue  des  termes  C  et  C|. 

Tome  in  (2«  série).  — Décembre  i858.  ^4 
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celle-ci  : 

\  j[A.^-h(B-t-A,)^^-f-(C  +  B,)z.  +  C,](^'  +  9Vz) 

(•9)      <  V'' 

I  +[D2.2+(E  +  D,)2+-E,]  i'^  +  ych)  =o, 

on  en  conclut  immédiatement  que  dans  le  cas  particulier  où  l'on  aura 

[10)  ^>^^^1+Jl^ 

ce  qui  arrive,  lorsqu'on  aura 

/An         A    rk\    3  ,    (      BD,-B,D1    ,  _    |      CD,  — C.Dl  ,.„        ^,   „ 

(AD.-A.D)z'-hj^^^_^j,jz--+-j^^^_^p}zH-CE.-C.E=o, 

et,  par  suite,  clans  le  cas  nouveau 

(d)   Oh  les  coefficients  de  V équation  (5)  remplissent  le  système  de 
conditions 

I  ir»  V    1^        (      BD,-B,Uj        I      CD,— CD)        ^,„         ^,    „ 

(.>.    o  =  AD,-A,D  =  j^^^_^^j  =  j^g^_^^j  =  CE,-C,E 

[sans  que  ni(i5)  ni  (16)  ne  soient  remplis],   l'équation  dont  il  s'agit 
ici  (19)  se  réduira  à 

(19')        fj(Az^-H...)-+-(Uz^-H...)l(^+?^'r/z)  =  0, 
et,  j)a)"  suite,  son  intégrale  générale  à 


■22)  /e'°  =const.  =^e    '     (pour  abréger). 

Mais,  en  général,  en  posarjt,  pour  abréger, 

[A]  au  lieu  de  A  c^H- (B  +  A,  )  z^^  (C  +  B,y  z  +  C, 

[DJ Dz=^H-  (Eh-D,)z+  E,, 

2  /   r    ■     ^(r  '^"  \ 
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on  en  réduit  l'équation  (19    a 

OU,  en  divisant  par  u^ 

et,  par  suite,  si  l'on  désigne  le  rapport  [— ^  par  Z^,  a  celle-ci  : 
Cela  étant,  si  l'on  pose  encore 


4^7 


(M) 
d'où 


u  ,,     ,        I  Z 

t'  =  -,     dou     -  =  - 


1   rf«    =rf..-«rf(j)=rA.+  p'-^, 

zdi'-\=di'-\-'-cri  =  dl^ 


l'     f/z 


l'équation  (^3)  et,  par  suite,  l'équation  (19)  elle-même,  se  réduira  à 


(,5)  rf,+  ,f|  +  i)<y,  =  rf(i) 


M|-^>"^ 


dZ 


on  a  mis  Z'  au  lieu  de  —  )  >  vu  qu'en  effet, 


dz 


{26) 


/     BD,  — B,D\         /     CD,-C,D\         .,_       ^  ,, 

?  -*  = T^HD) • 


^Z-    [D]  [A] 


54. 
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et,  par  suite, 


BD— A(E-f  n,:ls'  + 
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VZ' 


B,D— A,(EH-D, 
-J-2fCD  — AE,: 


'M. 


C(E+D,)— BE, 

h2(C,D-A,E,) 


z-4-C,(E+D,)  — B,  E, 


:a][DJ 
Z' 


BD— A(E4-D 
~(AD,— A 


E,D— A,(E4-D 
-f-  2(CD— AE, 
BD,  — B,D^ 

-hAE,  — A,E  ._j 


z'  + 


C(E-f-D,)-BE, 
-j-2(C,D-A,E, 
CD,  — C  D 
■BE,— B,  E 


rC,(E4-D,)— B.EH 
L     -(CE,-C,E)J 


[A][D] 

Maintenant,  comme  l'équation  (25)  peut  s'écrire  sous  la  forme 


(29) 


'  H 


ve 


j:{^-^h 


-r(i-ï)- 


on  voit  sans  peine  qu'il  sera  aisé  de  trouver  son  intégrale,  non-seu- 
lement clans  le  cas  que  l'on  vient  de  considérer  (20),  et,  par  suite, 
dans  le  cas  particulier  [d),  où  en  effet  l'équation  (29)  se  réduit  à 

w  désignant  ve"^"  ,  dont  l'intégrale  générale  est 


(3o) 


w  =  co 


nst  =  i^e'«   ^"^        -^    ^    = 


9-^'P 


lie 


ou,  en  effet,  la  (22)  elle-même,  mais  encore  aussi  dans  les  trois  nou- 
veaux cas  suivants,  savoir: 
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1**.  Lorsque 


Z'        o'      ^ 

-  +  -^  est  =  o, 

z        2 


attendu  qu'alors  l'équation  (29)  se  réduit  d'abord  à 


,  s:^^ 


(29')  ^^  = 


puis,  au  moyen  du  facteur  t»,  à 


d\  -c 


I 

—  e 


et  que,  par  suite,  l'intégrale  générale  sera  alors 

(3o')  v^- e"' =  Oe'^'K 

2°.  Lorsque 


Z'        -i/'      , 

^  =  -est  =  o, 
z        9. 


attendu  que  l'équation  se  réduit  alors  à 


laquelle,  après  division  par  v,  fournira  l'intégrale  générale 


(;)• 
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Pi,  enfin,  3°  lorsque 

(3.)  ,,(|  +  Aest  =  J^  +  i:), 


Z  2  /  ^   \   Z  Q. 

fju  et  (S  constantes),  ou,  ce  qui  revient  au  même, 

partant ,  si  l'on  excepte  le  cas  déjà  traité  p-  =  ^  (c'est-à-dire  ^^'  =^  d»'), 
lorsque 

r-'  ■'  ' 

Z  .  2  2 

-  est  = , 

z  u.  —  p 

et ,  par  conséquent , 

Z'       f'  p       ff'  —  -V  z' 


z  2  u.  —  0  2  z  2  'J.  —  û  2 

Dans  ce  cas,  l'équation  {29    se  réduit  d'abord  à 


rf">  r 


f.,."^/-i-n    AU' 


e     /"-P 


OU  bien,  si  1  on  désigne  ici  par  w  1  une  quelconqiie  des  expressions 
entre  crochets  [  ]>  et  que  par  exemple  on  fasse 


w  =  ve 
à  celle-ci  : 


?--A 

IM-t-p 

—  li 

'   '    1 

I 

-  e 

-• 

(29'")      d.v^e    '^-'''  ^    dy-e^)=\e^)  di^-e    ') 

puis,  au  moyen  du  facteur  tv'^    ^,  à 


W       '  r/ci'  =  l  - (?    ■     I         d\  -  e 
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d'où  il  suil  que  dans  ce  cas  l'intégrale  générale,  si  l'on  excepte  seule- 
ment les  deux  particularités  ^—^=  ±  i  [c'est-à-dire  les  deux  cas 
précédents  (i")  et  ('?.°) ,  savoir,  p  =  o,  /x  =  o] ,  se  réduira  à 

2p 


JiJL. 


-•i\y-  — f 


'f-'^ 


2p 


H-  const., 


c'est-à-dire,  à 


p 


■^n 


— ^{?-P) 


v'  e 


=  const. 


ou  bien 

(3o"') 


^.[v-'Y-p  ^  ^{s>''Y-''  =  Ce'^''-'^ 


-.{?-'P' 


qui  sera  ainsi  l'intégrale  de  l'équation  (29)  ou  (^5),  toutes  les  fois  que 
la  condition  (3i)  est  remplie,  au  moins  si  l'on  excepte  les  trois  cas 
particuliers, 

(32)  y.  =  o ,      p  =  o  ,      a  -  jo  =  o ; 

et  dans  ces  derniers  cas  l'intégrale  est  fournie,  respectivement,  par  les 
formules  (3o"),  (3o')  et  (3o). 

Nota.  En  mettant  dans  (3o")  p  —  w  au  lieu  de  ,a,  ou  la  réduit  à 


-^(P^  4-  0-  I 


(.^) 


,2\       w 


qui  sera,  par  suite,  l'intégrale  de  l'équation  (29)  ou  (aS),  lorsque  la 
condition  (3i)  ou  ,  ce  qui  revient  au  même,  la  condition 


z       2 


'  —  -v 


{p  et  zs  constantes),  sera  remplie,  au  moins  si  l'on  excepte  les  trois  cas 
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particuliers, 

p  —  7^  =  O  ,       p  =z  O,       ZS  =  O. 

Et  en  posant  ici,  pour  abréger,  X  au  lieu  de  -,  l'on  voit  bien  que 

(33)  [X(P^  +  .)-i]i^~^'  =  Ce'^'-'^^^-^\ 

sera  l'intégrale  de  l'équation  (29)  ou  (aS),  lorsque  la  condition 

(34)  ~  +  '-=l  ''~^' 


z        2  2 

(X  étant  une  constante),  sera  remplie,  au  moins  si  l'on  excepte  les  deux 
cas  particuliers, 

X  =  o,     X  =  I  ; 

et  dans  ces  cas  enfin  l'intégrale  est  fournie,  respectivement,  par  les 
formules  (3o')  et  (3o"). 

Cela  étant,  il  importe  d'observer  que,  tout  comme  l'égalité  (20) 
renferme  le  cas  [d),  de  même  les  trois  égalités  (1°),  (2*^),  (3°),  qu'on 
vient  de  considérer,  renferment  aussi  trois  nouveaux  cas  [autres  que 
les  précédents  (a),  (^),  (c),  [d)]  dans  lesquels  on  peut  trouver  sans 
peine  Tintégrale  de  l'équation  (19)  ou  de  (5)  elle-même,  aucun  des 
deux  systèmes  de  conditions  (i5)  et  (16)  n'étant  rempli  [*].  Effective- 
ment, si  dans  les  équations  (3o'),  (3o"),  (33)  au  lieu  de  v^  on  remet 

encore  4'  c'est-à-dire  ^  jr,  eu  égard  en  outre  aux  formules  (26),  (27), 

(28),  on  obtiendra  immédiatement  le  résultat  suivant  : 

(e)  Dans  le  cas  où  les  coefficients  de  r équation  (5)  remplissent  le 
système  de  conditions 


[*  ]  Et,  par  suite,  aucune  des  deux  quantités  [A]  et  [D]  n'étant  pas  non  plus  =  o. 
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son  intégrale  générale  sera 

(36)  f^eT^  =  c/-^. 

(f)  Lorsque  les  coefficients  sont  tellement  composés  que  chacune  des 
quatre  expressioîis  dans  (35)  soit  =  à  celle  des  quatre  dans  (ii)  qui  a 
le  même  nombre  d^ ordre  ^  l'intégrale  sera 

(36')  m^^^é-K 

et  enfin 

(g)  Dans  le  cas  plus  général  oii  les  quatre  expressions  dans  (35) 
sont^  non  plus  égales  à,  mais  proportionnelles  à  celles  de  même 
nombre  d'ordre  parmi  les  quatre  dans  (21),  c'est-à-dire,  où 

(37  )  BD  -  A  (E  +  D,  )  soit  =  X  (AD,  -  A,  D) , . .  . 

(/.  étant  une  constante,  autre  que  o  ou  i),  l'intégrale  générale  sera 

(36»)  [,[Alr^,_,][;^I£I]'  =  Ce>C>-.K.-., 

Pour  X  =  o  et  >.  =:  I  on  a  bien,  res|Dectivement,  les  formules  (36)  et 
(36')  elles-mêmes. 

Reste  à  savoir  si  l'équation  (29)  ou  (aS),  et,  par  conséquent, 
l'équation  (19)  ou  (i4)  ou  bien  l'équation  (5)  elle-même  est,  ou  n'est 
pas,  intégrable  en  général  (clans  le  sens  ordinaire).  Mais  c'est  bien 
dans  ce  détail-là  que,  comme  nous  l'avons  dit  précédemment,  nous  ne 
pouvons  pas  entrer  ici. 

5.  Après  avoir,  suivant  le  plan  précédemment  indiqué  du  présent 
Mémoire,  fait  passer  en  revue  les  divers  cas  particuliers,  dans  lesquels 
l'mtégrale  de  l'équation  ^5)  se  présente,  pour  ainsi  dire,  d'elle-même, 
nous  observerons,  en  passant,  que  c'est  parmi  ces  espèces  mêmes  de 
l'équation  (5;  que  se  trouve  aussi  celle  de  Jacobi  précédemment  citée 
(mais  bien  saîis  les  termes  F  et  F,),  savoir,  l'équation  (5)  elle-même, 
ce  ^que  l'on  voit  sans  peine  en  la  comparant  à  l'équation  (]S)  dans 
la   note    sous    l'introduction  ci-dessus ^   et  qu'en   effet    son    intégrale 
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sera  donnée  toujours  par  l'équation  (i  7'"), excepté  seulement  lecas  très- 
particulier  où  ses  coefficients  remplissent'en  outre  le  système  des  con- 
ditions (16),  dans  lequel  cas  enfin  l'intégrale  est  fournie  par  la 
formule  (17');  et  nous  allons  actuellement  considérer  l'équation  com- 
plète (1),  dans  le  but  qui  se  trouve  indiqué  brièvement  à  la  fin  de 
l'introduction. 

§  ni. 

6.  Tout  comme  {vof.  §  1)  l'équation  complète  (4)  par  Imposition  (9), 
je  veux  dire  en  posant  les  équations  (9),  peut  être  ramenée  à  la 
forme  (4')  toutes  les  fois  qu'il  existe  des  constantes  finies  a  et  |3,  propres 
à  satisfaire  aux  deux  conditions  (10),  de  même  aussi,  comme  on  le  voit 
aisément,  l'équation  complète  (1)  pourra,  par  la  même  position,  être 
délivrée  de  ses  termes  F  et  F,,  et  ainsi  ramenée  à  la  forme  (5),  savoir, 


(38) 


0=  1  Af  4-B|-/}  +  C-/î2+    D 

|4-    E 

H-  2  A  a 

-h    Ba 

-h    Ba 

-f-   2Cp 

-f-JA,|^+B,|-/;+Cr/î=^-+-    D 

1  +    E, 

-\"  2A ,  a 

+    B,a 

+  B,|S 

+  2C,/3 

ciè 


r,  i  cIy) 


seulement,  dans  les   cas  où    il  existera   effectivement   des  constantes 
finies  a  et  |5  propres  à  satisfaire  aux  deux  conditions  suivantes  : 


(39) 


Aa»  +  Ba/5  -h  Cfi' -h  Dec  +  Ep-h  F  =0, 
A,a2+  B,a/5  +  C,/5^-h  D,a  +  E,/3  -}-  F,  =0. 


Nota.  S'il  existait  toujours  de  telles  constantes  a  et  ]S,  on  en  pour- 
rait définitivement  conclure  qu'il  n'y  anrait  aucun  moyen  d'intégrer 
l'équation  (5)  en  général,  attendu  qu'il  est  bien  clair  que,  si  toute 
équation  (5)  était  intégrnble,  aussi  toute  èqii^lion  (1)  pourrait  être 
rendue  intégrable  par  ladite  transformation  (s'il  existait  bien  toujours 
des  constantes  finies  a  et  /3)  ;  ce  qui  est  pointant  de  toule  impossibilité, 
comme  on  le  sait.  Mais  comme,  au  contraire,  il  n'existe  pas  toujours 
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des  constantes  finies  a  et  ,^5,  propres  à  satisfaire  aux  conditions  (39), 
il  n'y  a  pas  non  plus  lieu  de  décider  de  cette  manière  la  question  de 
l'intégrabilité  de  l'équation  (5)  en  général.  Au  reste,  il  est  bien  clair 
aussi  que,  s'il  pouvait  être  montré  que  l'équation  (1)  dans  quelqu'un 
des  cas  où  elle  n'est  pas  intégrable  se  ramène  à  la  forme  '  5j,  ladite 
question  serait  aussi  par  la  décidée. 

De  plus,  les  coefficients  des  ç-,  çr^,  y)^  dans  Téquation  ;38),  que 
Ton  obtient  par  la  transformation  ci-dessus,  étant  tout  à  fait  identiques 
aux  coefficients,  respectivement,  des  X',  xj,j'  dans  l'équation  com- 
plète (i),  on  est  par  là  conduit  évidemment  à  chercher  l'intégrale  de 
toute  équation  (i)  dojit  les  coefficients  \,  B,  C,  A,  ,  B, ,  C, ,  rem- 
plissent le  système  de  conditioîis  (i5),  c'est-à-dire  de  l'équation  ja- 
cobique  3)  elle-même,  sur  la  même  voie,  précisément  où  l'on  par- 
vient {voj.  §  1)  à  l'intégrale  de  l'équation  complète  (4).  Qu'en  effet 
cette  recherche  réussisse  parfaitement,  c'est  ce  que  nous  allons  mon- 
trer à  présent. 


7.  En  effet,  en  considérant  léquation  différentielle 
(40) 


\       (B.rj  + Cj^ -h  Ojc-h  E^+ F)^j: 
i  —  [^ X-  -^  Cxy  —  T> i  X  —  Y.^  f  ~  l\) dj 


o, 


ou  voit  d'abord  que,  dans  le  cas  particulier  où  les  deux  termes  F,  F, 
sont  =  o  l'un  et  l'autre,  cette  équation  se  réduit  à  l'équation  (5")  elle- 
même^  qu'on  vient  de  traiter  ci-dessus  dans  le  cas  (c),  et  que,  par 
suite,  son  intégrale  sera  donnée  alors  par  la  formule  (17'"),  ou  bien,  si 
en  même  temps  le  système  de  conditions  (16)  est  rempli,  par  la  for- 
mule (17). 

Mais  dans  tout  autre  cas  elle  pourra,  au  moyen  de  la  position  (9), 
être  délivrée  de  ses  termes  F  et  F,,  et  en  même  temps  réduite  à  la 
forme  (5"  s  savoir  : 


(40 


0=  JBEr)  +  C/;'-|-     D 


+•  Ba 

-I-2CÔ 


>;  i^çH- JBÇ'-4-C?7,—      D, 
-+-  2Ba 

)  +   cp 


l-  E, 
-+-Ca 


n  \  (ir,, 

i 


toutes  les  fois  qu'il  existera  des  constantes  finies  a  et  |3  propres  à  sa- 

55.. 
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tisfaire  aux  deux  conditions 

lBa/3+C/3=^4-  Da  -h  E/3h-  F  =o, 
'^^  •       (Ba^^  4-Ca/3-D,œ-E,]3-F,  =  o; 

et  il  sera  montré  ici  qu'en  effet,  dajis  les  cas  exceptionnels  où  il  n  existe 
point  de  telles  a  et  ]S,  les  variables  dans  Véquation  (4o)  pourront  être 
séparées  immédiamentj  c  est-à-dire  sans  laide  de  ladite  transformation. 
Pour  cet  effet,  considérons  en  premier  lieu  le  cas  où 

B  nest  pas  =  o. 
En  divisant  }3ar  B,  les  conditions  {l\n)  se  réduisent  à  la  forme 

a/3  +  S/5'  +  ©a  -h  C/S  +  #  =  o, 


"^  '  a^  +  ea/3  —  ®,  a  —  C,  |S  —  §,  =  o. 

i''.   Lorsque  ûD  est  =  o,  l'on  pourra  satisfaire  à  la  première,  savoir,  à 

(4^)  a/3=-(e/3=*  +  C/3-4-.f), 

En  premier  lieu,  par  /3  =  o,  dans  le  seul  cas  f  =  o, 

et  alors  l'autre,  savoir,  a'  —  (0,  a  —  .^,  =  o  fournira  toujours  une  valeur 
finie  de  a; 

En  second  lieu,  §  n'étant  pas  =  o,  par 

a- , 

à  savoir,  /3  n'étant  pas  =  o,  et,  du  reste,  en  vertu  de  l'équation  infé- 
rieure (43)j  donnée  par 


/33^_c(<î:^-(D^) 

+   Gcf  —  ^, 


jS2H-^(2<î:-h(D,)iS  +  '^  =  o, 


par  conséquent  toujours  finie  (autre  que  zéro),  excepté  seulement  le 
cas  très-particulier  où  les  coefficients  ici  de  /3%  /3%  jS  seraient  =  o  tous 
ensemble,  c'est-à-dire  où  l'on  aurait 
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Or  dans  ces  cas  l'équation  (4o),  après  division  par  B,  se  réduit  a 

[(x  +  c)  j  +  27'  +  ^dx  -[[x-^cf  +  e(x  +  £)  j  -  ^^dj  =  o , 
ou,  faisant  x  -\-  C  =  B,  ^ 

(^  +  ^l)[fd^  -  Ç^J)  -+-  ^^^^  +  ^^y)  =  ^' 
et  par  suite,  en  posant  B  +  e  j  =  z,  à  celle-ci  : 

z{jdz  —  zdj)  -\-^dz  =  o, 

dans  laquelle  on  peut  évidemment  séparer  les  variables.  —  Ainsi,  en 
résumé,  dans  ce  dernier  cas  exceptionnel  il  n'y  aura  pas  besoin,  ni  l'on 
ne  le  pourra  non  plus  au  moyen  de  la  position  (9),  de  délivrer  l'équa- 
tion jacobique  de  ses  termes  I,  §^  ;  elle  se  réduit  alors,  après  division 
par  B,  à  l'aide  de  la  position 
(45)  :r  +  Gj  +  i:=z-, 

à  une  équation  où  les  variables  j  et  z  pourront  être  séparées  aisément. 
i"".   Lorsque,  au  contraire,  (D  ri  est  pas  =  o,  alors,  comme  la  pre- 
mière des  équations  (43),  savoir^ 

a(|3  -h  (D)  +  e/3^  +  <^P  +  '^  =  o, 
où  j'ai  mis  7  au  lieu  de  |3  -h  ©,  se  ramène  à  la  formule  (44),  savoir,  à 
(44')  «7=  -[e7=  +  (£-2S®)7-re(î)2  +  #], 

et  en  même  temps  la  dernière  (43)  à 

a'  +  Sa7  —  (cî),  -h  e®)a  —  C,  7  +  (De,  —  .f,  =  o, 

il  est  clair  que  le  raisonnement  demeurera  bien  le  même  que  dans  le 
cas  précédent,  pourvu  que  . 

Au  lieu  de  |3  on  dise  ici  7, 

»       (D,        »       ti?, -i-e(E), 
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Concevons,  en  second  lieu,  que 

B  soit  =  Oj  mais  no/i  pas  s. 

Comme  alors  l'équation  de  Jacobi  (4o)  a  la  forme 

[Cf^-hBûc-hEf-hF'jdx  —  {Cjcj  —  D,  jc  —  E,  j^'  —  F^jcly  =  o 
(F  et  F,  n'étant  pas  =  o  tous  deux  à  la  fois),  ou,  après  division  par  C, 

(4o')     (j2_|_(ôjr-i-  Cj  -h^]dx—{3CJ  —  (^^^x  —  ^^f  —  ^<)rfj  =  o, 

et  qu'en  même  temps  les  équations  de  conditions    42),  après  division 
par  C,  se  réduisent  à  celles-ci  : 

l'on  en  conclura,  1°  lorsque  O  nest  pas  =  o, 

h= — ^ — ' 

j  /3'+  (c  —  (0,  )  p''-!-  (©C,  _  (0,  c  +  .?)  jS  +  ®^^  —  GiJ=i  o, 

par  conséquent  toujours  des  valeurs  finies  de  a  et  /3  ;  et 

i"^.    Lorsque  (B  est  =  o,  il  est  clair  que  l'on  pourra  prendre  pour  |3 
l'une  quelconque  des  deux 


v/iî-^ 


et  que  par  suite,  en  vertu  de  la  dernière  (46),  ou 

(/3-(î),)a=:<^,i3-h.f,, 

l'on  aura  toujours  une  valeur  finie  de  a  correspondante,  au  moins  si 
l'on  en  excepte  le  seul  cas  où  les  deux  expressions 


-(*-f)-v/(?-^) 
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sont  =  o  l'une  et  l'autre,  c'est-à-dire  le  cas  ou  l'on  a  à  la  fois 

'  2  4 

Or  dans  ce  cas  exceptionnel  l'équation  (4o')  se  réduit  à 

ou  bien,  par  la  position  ^  -f-  -  =  >;,  à 

yj  (y? dx  -  xdn  )  +  ï^,  (^  "  ^)  +  ^^  ]  ^"^  =  ^^ 

dans  laquelle  on  pourra  évidemment  séparer  les  variables. 
Enfin,  pour  ce  qui  concerne  le  cas 

B  =  o  =  C, 

il'suffit  de  rappeler  qu'il  est  déjà  traité  dans  ce  qtii  a  été  dit  (§  1)  de 
l'équation  différentielle  (4)- 

8.  Après  avoir  ainsi  montré  que  et  combien  pour  l'espèce  particu- 
culière  de  l'équation  (i)  que  fournit  effectivement  l'équation  de  Ja- 
cobi  (3),  et,  par  suite,  aussi  celle  d'Euler  (2),  l'intégration  peut  s'effec- 
tuer d'une  manière  tout  à  fait  analogue  à  celle  dont  on  se  sert  ordinai- 
rement pour  l'équation  (4),  il  ne  nous  reste  plus,  pour  l'effet  qui  se 
trouve  indiqué  dans  l'Introduction  de  ce  Mémoire,  qu'à  ajouter  enfin 
quelques  mots  des  espèces  de  l'équation  complète  (i  qui  correspon- 
dent aux  espèces  de  l'équation  (5),  dont  se  constituent  les  divers  cas 
particuliers  désignés  (§  2)  par  les  lettres  (è),  {d),  (e),  (/)  [*]. 

Pour  trouver  les  espèces  de  l'équation  complète  (i)  dont  il  s'agit  ici, 
il  faudrait,  à  la  rigueur,  chercher  quelles  sont,  parmi  les  équations 
de  la  forme  (i),  celles  qui,  par  la  position  (9),  se  laissent  réduire  a  des 
équations  (  5  )  composées  comme  celles  des  cas  qu'on  vient  de  nommer. 
Cependant  nous  ne  pouvons  pas  avoir  ici  l'intention  de  poursuivre  cette 
recherche  en  détail  ;  dans  les  lignes  suivantes  nous  ne  ferons  que  men- 


[*]  Il  est  bon  de  remarquer  ici,  en  passant,  qu'en  effet  l'équation  de  Jacobi  est  ia 
seule  des  espèces  de  l'équation  (i)  qui,  à  l'aide  de  la  position  (9),  puisse  se  réduire  a 
une  équation  ''5)  telle  que  celle  dont  se  constitue  le  cas  (c). 
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tionner  seulement  deux  des  espèces  en  question,  pour  faire  juger,  au 
moins,  combien  une  pareille  recherche  pourrait  offrir  d'intérêt. 

(A)  Pour  apprendre  quelles  sont  ,  parmi  les  équations  com- 
plètes (i)  [*],  celles  qui  au  moyen  de  la  position  (9)  pourront  être  trans- 
formées en  de  telles  équations  (5)  dont  les  coefficients  remplissent  le 
système  de  conditions  (16),  il  suffit  d'observer,  1°  que  par  ladite  posi- 
tion l'on  pourra  en  effet  rédnire  l'équation  (i)  à  la  forme  (5),  savoir 
à  (38),  toutes  les  fois  qu'il  existera*des  constantes  finies,  a  et  |S,  propres 
à  satisfaire  aux  conditions  (Sq);  et  1°  que,  pour  la  nouvelle  équation 
ainsi  obtenue,  le  système  de  conditions  (16)  se  réduira  évidemment  au 
suivant  : 

D+  2Aa  -f-  B^     =0, 


,      D, +  2A,a  +  B,,S  i 
^  ^  -f-  E  +  Ba-+-2B/5   \ 

1       E,  +  B,a   +2C,/i  =  o. 

En  effet,  on  en  peut  conclure  définitivement  qu'il  n'y  a  pas  d  au- 
tres équations  complètes  (i)  propres  à  se  laisser  réduire,  au  moyen  de 
la  position  (9),  à  la  forme  en  question,  que  celles  dont  les  coefficients, 
et  en  même  temps  des  quantités  finies  a  et  jS,  remplissent  à  la  fois  et  les 
conditions  (Sg)  et  les  trois  précédentes  (16'),  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  les  cinq  conditions  suivantes  [**]  : 

Aa^'-C^^^-Ep-F^o, 

A,a^--C,j32+D,a-i-F,=  o, 


m 


D-f-aAa-h  Bp       =  o, 


D,  -h  2  A,  a  4- B,, S 
E  4-Ba+  2C,S 
E, +B,a+2C,|3 


=  o, 


[*j  Évidemment  nous  entendons  parler  des  équations  (i)  où  les  termes  F  et  F,  ne 
manquent  pas  tous  les  deux  à  la  fois. 

[**]  On  voit  bien  aisément  que  les  deux  premières  d'entre  elles  ne  sont  que  le  résultat 
qu'on  obtient  en  éliminant  des  équations  (89)  les  lettres  D  et  E,,  au  moyen  de  la 
première  et  de  la  troisième  dts  formules  (i6'). 
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d'où  l'on  voit  aussi  en  outre  qu'il  n'y  a  pas  d'autres  équations  com- 
plètes (i),  dont  les  coefficients  eux-mêmes  satisfassent  au  système  rlr 
conditions  { 16),  c'est-à-dire  des  équations  de  la  forme 

(A^^  +  B.rjr  -h  Cj-  4-  Ej  4-  Y)dx 
-f-  (A,  j:-  +  Bi.Tj  +  C,  j^  H-  Ej:+  F,  )  <ir  =  o 

(F  et  F,  n'étant  pas  =  o  tous  les  deux  à  la  fois),  qui  soient  réduc- 
tibles, au  moyen  de  la  position  (9),  à  la  forme  dont  il  s'agit  ici,  que 
celles  dont  les  coefficients,  conjointement  avec  des  quantités  finies 
a  et|3,  remplissent  les  cinq  conditions  suivantes  : 

Aa=^-C/B-^-Ep-F  =  o, 
A,a^-C,/32-Ea  +  F,  =  0, 
,       2Aa-f-E/3  =  o, 
^^^^  ^      2A,a4-B,/3  )_ 

-     Ba+2C/3Î~^' 
B,  a4-  2C,  ^  =  o. 

(B)  Comme  pour  l'équation   (38)  provenant  de  la  position  (9),   le 
système  de  conditions  [i\)  se  réduit  à 


(2.0 


AD,  -  A,  D+  (AB,  -  A,  B)/3  =  o , 
AE,-A,Ej      j       (AB, -A,B)a/_ 
BD,  _B,d("~J-2(AC,-A,C),5(~°' 
BE, -B,  El       ^    2(AC,-A,C)«/_^ 
CD,  -  C,  D  S       j  -  (BC,  -  B,  C)[i  \  ~'^' 
CE, -C,E-   (BC, -B,C)a  =  o, 


on  en  peut  conclure,  de  même  que  dans  le  cas  précédent,  qu'il  n'y  a 
pas  d'autres  équations  complètes  (1)  réductibles  au  moyen  de  la  posi- 
tion (9)  à  des  équations  de  la  forme  (5)  dont  les  coefficients  remplis- 
sent le  système  des  conditions  (21),  que  celles  dont  les  coefficieuls, 
et  en  même  temps  des  quantités  finies  a  et  /B,  satisfont  aux  six  condi- 
tions (39)  et  (21'). 

Par  exemple.  Comme  le  système  de  conditions  (21)  étant  rempli  par 

Tome  IH  (3^  série).  —  Décembre  i858.  OO 
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les  coefficients  de  l'équation  complète  (i)  eux-mêmes,  le  système  [i\') 
se  réduit  à 

(21")  o  =  AB, -A,B  =  AC,  -  A,C  =  BC,  -B,C, 

quelques  valeurs  finies  qui  soient  assignées  aux  a  et  |3  (pourtant  pas 
zéro  à  tous  les  deux  à  la  fois),  on  peut  énoncer  définitivement  qu'il  n'y 
a  pas  d'autres  équations  complètes  (i),  dont  les  coefficients  eux- 
mêmes  satisjoîit  nu  système  des  conditiojis  (21);  propres  à  être  ré- 
duites, au  moyen  de  la  position  (9),  à  des  équations  de  la  même  es- 
pèce sans  termes  F  et  F,,  que  celles  où  ces  coefficients  sont  propres 
a  remplir  en  même  temps  les  conditions  (21")  [*]. 

[*]  Évidemment  il  n'en  faut  pas  conclure,  réciproquement,  que  chaque  équation 
complète  (1)  dont  les  coefficients  remplissent  à  la  fois  les  deux  systèmes  (21)  et  (21"), 
se  laisserait  transformer  toujours  comme  il  vient  d'être  dit,  par  la  position  (9);  en 
effet,  le  contraire  s'est  fait  voir  déjà  par  l'équation  (7),  dans  la  note  sous  l'Introduc- 
tion ci-dessus;  la  propriété  de  satisfaire  aux  conditions  (21)  et  (21")  est  bien  une  con- 
dition nécessaire,  mais  non  pas  une  condition  suffisante,  en  tous  cas,  pour  la  possibilité 
de  la  transformation  citée. 


FIN     DU     TOMK    TROISIÈME    (2^SÉRIE). 


l'AKiS.— IMPRIMERIE  DE  MALLE! -UACHKLIEK 
Huo  du  JarJinci,  la. 


\v%A  www^AAVv*  v\%  .^>\A.  A,^^wvvv^^AA 


w  wxvv%  w  x^-wi  wx  vw  w^  vv-»  w  vv»  vv%  w  W  ^^^  ^.^^'V^^*AA  vvx  v^x  w  w^^'*  ^ 


ERRATA 

POUR    LE    MÉMOIRE   DE    M.    BJORLING 

lî«SÉRÉ    A'J    TOME    ÏVII    (l""*    SÉRIE;. 


Page   454,  ligne  6  en  remontant,  effacez  la  virgule. 

454,  ligne  4  en  remontant, «?<  Iteu  de  [*],  Usez  (1). 

459,  ligne  10,  au  lieu  de  toute,  lisez  toute  la 

460,  ligne  5,  même  remarque. 

460,  ligne  I  3,  ajoutez  le  mot  assurément, 

460,  ligne  i4,  au  lieu  de  2,  dans  le  dénominateur,  lisez ^. 

461,  ligne  8,  au  lieu  de  dans,  lisez  comme  dans. 

464,  dans  la  formule  (17),  au  lieu  de  sin  Ap—  "I^^  j  ^''^  ^z" 

V 

lisez  sm  A„  H ; —  tos  A^. 

>^        0  H-  /?  -f-  I 

465,  ligne  I  en  remontant,  au  lieu  de  — — — ,  lisez  -__— -. 

469,  ligne  2  en  remontant,  doit  être  marquée  par  (i5"). 
472,  ligne  8,  après  :c=:  —  i,  ajoutez  une  virgule. 
472,  ligne  10,  au  lieu  de  de  séries,  lisez  des  séries. 

472,  dans  la  note  sous  le  texte,  au  lieu  de  ou,  lisez  et  ;  au  lieu  dt  des  coefficients 
du  \j—  I,  lisez  du  coefficient  de  s/—  i . 


^'à 
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